SF1624 Algebra och geometri
Losningsforslag med bedomningskriteier till kompletteringstentamen 2011-06-21

1. UPPGIFTER OCH LOSNINGSFORSLAG

(1) Givet &r tva plan vars ekvationer ges av x + y + 2z = 0 respektive 2z + y + z = 0. Som
synes &r planen inte parallella och bigge gar genom origo, sa skiarningen mellan dem blir
en linje L. som ocksa gar genom origo.

(a) Uttryck denna linje L pa parameterform. 3
(b) Bestdm projektionen av vektorn u = (1,2, 1) pa linjen L. 1)

Losning. (a) Linjen L ges som losningsmingden till ekvationssystemet
r+y+2z =0
2e+y+2z2 =0

Vi utfor Gauss-Jordan elimination och erhaller den reducerade trappstegsmatrisen
10 -1
01 3|°
Detta betyder att 2 = ¢ kan viljas fritt, men att y = —3¢, och att x = ¢. Linjen L ges
som

L ={(t,—3t,t) | tal t}.
(b) For att bestimma projektionen av vektorn u = (1,2, 1) pa linjen L vill vi anvinda
indreprodukten. Vi har att vektorn v = (1, —3, 1) dr en bas for linjen L. Detta bety-

der att
(W)= <u v s v = (164 v = —(1,-3,1)
u) = u =—(1- =—(,—- .
projr ||V||2 vV v 11 v 11 9 9
U
Svar:
(a) L ={(t,—3t,t) | tal t}.
(2) Matrisen
1 -1 —4
A=12 3 1
3 2 =3
representerar en linjér avbildning 7': R3 — R3 med avseende p4 standardbasen.
(a) Bestdm alla x i R? sddana att T'(x) = (—2,2,0). (2)

(b) Bestiim en vektor y i R? som inte dr med i bilden (eng. range) av T 2)
1



Losning. (a) For att bestimma x sadan att 7'(x) = (—2, 2, 0) maste vi bestimma l6sningsméngden
till ekvationssystemet

r—y—4z = =2
204+3y+2z = 2
3r+2y—3z = 0

Vi sitter upp totalmatrisen och utfor Gauss-Jordan elimination. Den reducerade
trappstegsmatrisen blir

11 4
1 0 -5 | —5
_ _6_9 _ 4,11
Detta betyder att z = ¢, med parameter ¢, och atty = ¢ — ttochx = —¢ + <.

(b) For att bestimma en vektor y som inte dr med i bilden av 7', bestimmer vi forst
bilden. Vi har att bilden till 7" ges som det linjdra holjet till kolumnvektorerna 1
matrisen A. Vi gor Gauss-Jordan pa dessa kolumnvektorer for att bestimma en bas
for bilden. Gauss-Jordan pa matrisen

1 2 3
-1 3 2
-4 1 =3

ger den reducerade trappstegsformen Ll) (1) 1]

u=(1,0,1) och v=(0,1,1)

. Detta betyder att vektorerna

ar en bas for bilden till 7. En vektor y som inte kan skrivas som en linjir kombination
tu+ svirtex.y = (1,1,1).

[l
Svar:
@ {(—3+ 2t — 2¢,¢) | tal t}.
(b) Tex.y = (1,1,1).
(3) Betrakta planet W i R3 som ges av ekvationen x — y + z = 0.
(a) Bestdm en ortogonal bas B = {u, v, w} for R3, ddr w &r ortogonal mot V. 2)
(b) Bestdm koordinaterna for vektorn (1, 3,2) med avseende pa basen B. 2)

Lésning. (a) Vi har att vektorn w = (1, —1, 1) dr normal till planet . Diérfor behdver
vi enbart bestimma en ortogonal bas for 1. Planet 117 ges som nollstidlleméangden
till ekvationen x —y+ 2z = 0. Gauss-Jordan elimination pa detta ekvationssystem ger
basen u = (1,1,0) och vi = (—1,0, 1). Denna &r inte ortogonal. For att konstruera
en ortogonal bas viljer vi u som en vektor i basen. Den andra vektorn v, konstruerar
vi fran vektorn v; som

Vo = V1 — Proju<V1)-



3
Vi beréknar proj, (vi) = 3(—=1+0+0)u = —3(1,1,0). Detta ger vo = (—3,3,1)..
Vi viljer v = (—1,1,2). En ortogonal bas dr B = {u, v, w}}.
(b) For att bestimma koordinaterna till vektorn x = (1,3,2) i basen B anvinder vi
projektionsformeln. Vi har att < x,u >=4, < x,v >=6ochatt < x,w >= 0. Vi
har vidare att ||u||* = 2 och att ||v||* = 6. Detta ger
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Svar:
(a) Tex. {(1,1,0),(—1,1,2),(1,—1,1)}
1 2
(b) |3 = [1]
2 5 0

2. BEDOMNINGSKRITERIER

Mindre riknefel ger i allminhet inget avdrag om de inte vésentligt dndrar uppgiftens karaktir.
Presentationen av 16sningen av varje uppgift bedoms enligt foljande:

e For full poédng krivs bra forklarande text till alla formler och beridkningar.
e Om forklarande text saknas helt ges hogst tva poidng pa uppgiften.

(1) (a) Det ges 2 podng om studenten sitter upp ekvationssystemet for linjen L. Sedan ges

det ytterligare en podng om man fran den reducerade trappstegsformen erhaller kor-
rekt parameterform for 16sningsmingd.

e Korrekt ekvationssystem, 2 poang.
e Korrekt parameterform, 1 poing.
(b) Det ges 1 poiang for korrekt anvinding av projektionsformel. Mindre riknefel ger
inga poédngavdrag.
e Korrekt projektionsformel, 1 poang.
(2) (a) Det ges en poidng om korrekt ekvationssystem stélls upp. Ytterligare en poing om

ekvationssystemet 16ses, och fran den reducerade trappstegsformen beskrivs 16sningsméngden
korrekt.

e Korrekt ekvationssystem, 1 poang.
e Korrekt 16sningsmingd, 1 poidng.

(b) Om bildmingden beskrivs som linjdra holjet till kolumnvektorerna i matrisen A sa
erhalles en podang. En podng ges ocksa om en vektor y som inte ligger i bildméngden
hittas och forklaring till varfor vektorn inte ligger 1 bildméngden ges.

e Bildméngd som kolumnrum, 1 poang.
e Vektor med forklaring, 1 poang.



(3) (a) En poing om en bas for W bestdms. Ytterligare en podng om en ortogonal bas for
R3 med efterfrigad egenskap bestdms.
e Bas for IV, 1 poéng.
e Korrekt ortogonal bas, 1 poing.
(b) En poidng om det framgar att koordinatmatris dr 16sning till ekvationen (1,3,2) =
ru + sv + tw. Ytterligare en podang om dessa koordinater bestims.
e Korrekt ekvationssystem, 1 poang.
e Koordinater bestams, 1 podng.



