September 2, 2014. Forelasning 2.
Tillampad linjar algebra

Innehallet:
e Skalar produkt.
e Linjer.
e Plan.

1. Operationer med vektorer III.

e Skalar produkt. ‘Vi kan multiplicera tva vektorer och fa ett reell tal.

~ iR Lato=| } och W = {wl } Da v - W = viwy + vows.
V2 w2
[ U1 | w1y
—iR3. Latv=| vy | ochw=| wy |. DA T W = vywy + vowy + v3ws.
U3 w3
vy ] w1y
V2 W2
—iR" Latv= ) och W = . |. Davw = viwy+vwe+- - v,
Up W,
U1
Vg
Observera att langden av v = ) 1 R™ kan beraknas som kvadratroten
Un,

av skalar produkt:
0] = V-7

2. Proposition. Skalar produkten har foljande egenskaper:

<

o Uil =15 7.
o V- (W+u) =T -0+7
o (\0) - = AT %) =7 (\d).

3. Operationer med vektorer 1V.

) ’Vi kan berikna vinkel mellan tva vektorerna i R? eller R? som &r inte 0. ‘

Lat ¥ och w vara vektorer i R? eller R3. Antar att v # 0 och w # 0. Vinkeln
mellan v och w ar den minsta vinkel mellan strecken som ges av v och w.
Vinkeln o mellan tva vektorer uppfyller 0 < o < 7.

Foljande ar ekvivalenta om tva vektorer ¢ och w:

— v och w &r parallella (det finns en skalar \ sa attAv = w.

— v och w bildar vinkeln 0 eller .

Hur kan ve definiera vinkeln mellan tva vektorer i R™ fér n > 37 I planet eller
rummet anvanade vi geometri. Vi kan inte gora detta i R for n > 3. Istallet kommer

vi att tillampa foljande:

1
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4. Proposition. Lat ¢ och @ vara vektorer i R? eller R? som &r inte 0. Da:

— =

. v-w
[|7] 1]+

—

<

- = ||0]| ||| cos(«) eller cos()
dar « ér vinkeln mellan ¥ och .

Till exampel, lat v = { _12 ] och w = [ g ] vara vektorer i R? och o vara vinkeln

- ~ e _ g 3-10 . -7
mellan ¥ och @. Da cos(a)) = T Vo T = i

5. Proposition. Lat @ och u vara vektorer i R” som ér inte 0. Da: |- | < ||7]| |||

Till exampel:

1 3
2 || “1||=3+2412/=17
-3 4
1 3
-2 -1 =V1+4+9V9+1+16=+V14-26 = V364
-3 —4

6. Definition. Lat © och w7 vara vektorer i R® som ir inte 0. Vinkeln mellan @ och @
definieras som « sa att 0 < o < 7 och:

- =

( ) vV-w
CoS\¥) = —=——=7
[|9] 1]

7. Ortogonala vektorer. Tva vektorer kallas for ortogonala om en av dem ér 0 eller
om de &r inte 0 da bildar de vinkeln 7/2 (vi ocksa skriver att en vektor &r vinkelrit
mot en annan vektor).

Hur kan vi verifiera att tva vektorer ar ortogonala? Komma ihag att for 0 < o <,
a = /2 om och endast of cos(a) = 0. Altsa:

8. Proposition. ¢ och w i R" ar ortogonala om och endast om o - w = 0.

Till exampel vektorerna [ U1 } och [ % ] i R? ar ortogonala.

U2 U1
9. Uppgift. Hitta en vektor i R? som &r inte 0 och &r ortogonal till 7@ = { _2 } . Hitta
alla vektorer som &r ortogonala till v.
1
10. Uppgift. Lat v = 2 | vara en vektor i rummet. Beskriv alla vektorer i rummet
—4

som &r: (a) ortogonala till ¥; (b) som parallella till ¥/,



11. Linje. Hur kan en ratt linje i R™ beskrtivas?

e Det finns bara en linje som innehaler en punkt P och &r parallell till en vektor
v # 0. Linjen bestar av alla punkter vars kordinater kan skrivas som en summa:

P +tv

dar t ar ett godtycklig reell tal. Vektorn v kallas for riktningsvektor till
linjen. Riktning vektor kan inte vara 0.

Om v och w #r riktningsvektorer till samma linjen, da v och w ir parallella.
Den har metoden att beskriva en linje kallas for parameter form.

Till exempel en linje i planet som passerar genom en punkt P = (a,b) och &r

parallell till vektor v = [ Zl 1 # 0 bestar av alla punkter som kan skrivas som
2

en summa P+t 0= (a + tvy, b+ tvy), dar t ar ett godtycklig reell tal.
En linje i rummet som passerar genom punkt P = (a, b, ¢) och ar parallell till
U1
vektor 7 = | vy | # 0 bestar av alla punkter som kan skrivas som en summa
U3
P+tu= (a + tvy, b+ tuy, c + tug), dar t ar ett godtycklig reell tal.
e Det finns bara en linje som passar genom tva olika punkter i R". Altsa for att
beskriva en linje vi kan bara ge tva olika punkter som liger pa linjen.
Linjen som passar genom tva olika punkter P och @ i R™ bestar av alla
punkter som kan skrivas som en summa:
— P+tPQ, dir t ar ett godtycklig reell tal, eller
- P+ tQ?), dar t ar ett godtycklig reell tal, eller
— Q +tQP, dar t ar ett godtycklig reell tal, eller
— Q +tQP, dir t ar ett godtycklig reell tal.

12. Uppgift. Beskriva en linje i R?® som passerar genom (2,—1,4) och har riktnig
3

vektor | —1
—1

13. Uppgift. Beskriva en linje i R? som passerar genom punkterna (2,4) och (5, —1).

14. Uppgift. Lat P = (1,2,3), @ = (—1,0,3), A =(0,3,—1), och B = (—1,4,a) vara
punkter i rummet. Lat L; vara linjen som passerar genom P och () och L, vara en
linje som passerar genom A och B.

(1) Hitta véirde av a sa att linjer Ly och Ly &r parallella.

(2) Hitta véarde av a sa att linjer Ly och Ly korsar varandra.

15. Linje i planet, ekvation. En linje i planet kan ocksa beskrivas genom att ge en
punkt som ligger pa linjen och en vektor som &r ortogonal till linjen. En vektor som
ar inte noll och ar ortogonal till linjen L kallas for normal vektor till L.
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16. Uppgift. Bestdm linjen som innehaller P = (—1,2) och &r ortogonal till v = [ g } .

17. Proposition.

(1) Lat a, b, ¢ vara reella tal. Méngd av alla vektoer v = [ 5 ] som uppfyller

ekvation ax 4 by = ¢ beskriver en linje.
(2) For varje ¢’ och ¢, linjen beskrev genom ax + by = ¢ &r parallell till az + by = c.

(3) Vektor [ Z ] ar ortogonal till linjen ax + by = c.

(4) Vektor [ _ab } ar parallell till linjen az + by = c.

18. Proposition. Lat v = vara en vektor i planet. Antar att v # 0. Linjen

a
b
som passerar genom punkten (p,q) och har ' som normal vektor ges av ekvationen
ar + by + ¢ =0, dar c = —ap — bq.

19. Uppgift. Beskriva linjen in planet som innehaller punkter (1, —2) och (3, 18). Hitta
alla riktning vektorer till linjen. Beskriv linjen med ekvation az + by + ¢ = 0.

20. Uppgift. Betrakta linjen som ges av 2z —3y+1 = 0. Hitta alla punkter som ligger

pa linjen.

21. Uppgift. Lat L vara en linje i planet som passerar genom punkter (1,2) och (—1,4).
a. Hitta alla normala vektorer till linjen L.

b. Hitta alla riktning vektorer till L.

22. Uppgift. Lat v = [ } vara en vektor.

1
-2
a. Bestam linjen som innehaller punkten P = (0,2) och har ¥ som normal vektor.
b. Bestam en ekvation som beskriver den linje.

23. Linje i rummet. En linje i rummet R? kan ocksa beskrivas genom att ge en punkt
som ligger pa linjen och tva inte parallella vektorer som &r ortogonala till linjen. En

a e
punkter (z,y, z) pa en linje som &r ortogonal till vektorer ¥ = | b | och & = | f
c h

uppfyller foljande tva ekvationer:
ar +by+cz=d ex+ fy+hz=k

24. Uppgift. Beskriv linjen i R? som innehaller punkterna (—1,0,2) och (2, 1,1) med
ekvationer.

25. Tre punkter. Lat P, @), och R vara tre olika punkter i R". Det finns tva
mojligheter:
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e Punkterna ligger pa en linje. Det hdnder om och endast om vektorerna P@ och
PR ir parallella. Till exempel:
— avgor om punkterna (1, 1,2), (2,3,4), och (0,—1,0) ligger pa samma linje
i rummet.
e Punkterna ligger inte pa en linje. Det hander om och endast om vektorerna
P_Q och PR ir inte parallella. Till exempel:
— Avgdr om punkterna (1, 1,2), (2,3,4), och (1,—1,0) ligger pa samma linje
1 rummet.

26. Uppgift. Skriv matlab kod som har tre punkter i R" for input och och som
bestammer om punkterna ligger pa samma linje for output.

27. Plan. Hur kan ett plan i R™ beskrtivas?
e Antar att punkterna P, (), och R ligger inte pa samma linje. Da finns det bara
ett plan i R som innehaller P, @), och R.
e Antar att punkter P ligger inte pa linjen L. Da finns det bara ett plan i R"
som innehaller P och L.
e Det finns bara ett plan som innehaller en punkt P = (py, ..., p,) och ar parallell
U1 wy
till tva icke parallella vektorer v = : och W = : |. Planet som
Un W,
passerar genom P och ar parallell till ¥ och @ bestar av alla vektorer som kan
skrivas som P + ¢ + s dir t och s &r godtyckliga reella tal. Planet bestar av
alla punkter med koordinaterna:

(p1 + tv + swy, pa + tvg + swa, ..., pp + tv, + swy)

dar t och s ar godtyckliga reella tal. Den presentation av planet heter param-
eter framstallning av planet.

28. Plan i rummet. Ett plan i rummet kan beskrivas med 2 ytterligare metoder:
e Lat a, b, c vara reella tal. Antar att en av dem é&r inte 0. Losningar till a X +
bY 4 c¢Z + d = 0 beskriver ett plan i rummet.
e Det finns bara ett plan i rummet som innehaller en punkt P = (p1,p2,ps)
a
och &r ortogonal (vinkelrdtt) till en vektor ¢ = | b | som &r inte 0. Planet
c
som innehaller P och ar ortogonal till v ges av aX + bY + ¢Z 4+ d = 0, dar
d = —(apy + bpz + ¢p3). Vektor som &r ortogonal till planet och &r inte 0 kallas
for normal vektor.

29. Uppgift. Lat H vara ett plan som ges pa parameterform som:
(2t — 1,2t +s—1,t —2s+3)

dar s och t ar reella tal.



e Bestdm om punkten (3,2, 7) ligger pa planet. I sa fall hitta motsvarande vérden
pa s och t.
e Samma fraga om (1,2, —1)7
e Beskriv planet med en ekvation.
30. Uppgift. Lat P = (2,—1,3) och @

ekvation av planet som innehaller punkt (1, 1,
genom P och Q.

(0,1,1) vara punkter i rummet. Ge en
1) och &r ortogonal till linjen som passerar

31. Uppgift. Bestdm ekvation av planet i R? som innehaler punkterna (1,2, 1), (2,1, 3),
(0,1,2). Bestdm skérningen av planet med linjen som gar genom punkterna (0,1, 1),
(—1,-1,-1).

32. Uppgift. Bestam ekvationer av alla plan i R® som innehaler punkterna (1,2, 1),
(2,1,3), (1,-1,2).

33. Uppgift. Bestam skarningen av planen som ges i uppgifter 31 och 32.



