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Workshop om delbarhet och primtal.

1. UDDA OCH JAMNT

Uppgift 1. Vad menar vi med att ett positivt heltal ar ett jaimnt tal?
Forsok formulera en precis definition.

Uppgift 2. Vad menar vi med att ett positivt heltal ar ett udda tal?
Forsok formulera en precis definition.

Uppgift 3. Begrunda dina definitioner av jamna respektive udda tal
— ar det klart att varje positivt heltal d&r antingen udda eller jamnt
utifran dina definitioner?

Diskutera forst inom er grupp om definitionerna av udda och jamna
tal, stam sedan av med er ldrare innan ni gar vidare.

Uppgift 4. Bevisa att summan av tva jamna tal &dr ett jamnt tal. Hur
ar det med summan tva udda tal? Eller summan av ett udda och ett
jamnt? Bevisa dina pastaenden.

Uppgift 5. Formulera och bevisa pastaenden om produkten av tva
jamna, tva udda respektive ett udda och ett jamnt tal.

2. DELBARHET

Definition. Om m och n &ar positiva heltal sédger vi att m delar n
om det finns ett positivt heltal & sadant att n = km. Att m delar n
skrivs ocksa
Vi séger synonymt ocksa att m &ar en faktor, eller en delare, i n.

Vi kan nu definera begreppet jimnt tal genom att séga att n > 0 ar
jamnt om och endast om 2|n, dvs att n = 2k for nagot heltal k.

Uppgift 6
a) Ar det sant att 5/20 ? b) Ar det sant att 7|68 ?
c¢) For vilka positiva heltal n giller det att 1|n?
d) For vilka positiva heltal n géller det att n|n?
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Uppgift 7. a) Visa att om n dr positivt heltal sadant att 4|n, sa géller
ocksa att 4|(n +4).

b) Visa att om n dr positivt heltal sadant att 6|n, sa giller ocksa att
6|(n + 2)(n + 3).

3. PRIMTAL

Definition. Vi séiger att ett heltal p > 2 &r ett primtal om det inte
har nagra andra delare &n 1 och p.

Uppgift 8. Dela upp foljande tal i primfaktorer, d v s skriv dem som
en produkt av primtal.
a) 78 b) 103 ¢) 150 d) 431 e) 2400

Uppgift 9. Forklara varfor vi kan vara sédkra pa att varje heltal > 2
kan skrivas som en produkt av primtal.

Exempel. Nar vi delar upp ett tal i primfaktorer kan vi i manga fall
ta olika vagar, till exempel

220 = 2-110 = 2:2:55 = 22.5.-11 eller 220 = 10-22 = 2:5:2-11 = 22.5-11.

Kankse tog ocksa du och dina kamrater olika véigar nér ni primfakto-
riserade talen i uppgift 87

Lite experimenterande far en att tro att det inte spelar nagon roll
vilken vég vi véljer, uppdelningen i primfaktorer blir &nda alltid den-
samma. Detta ar faktistk sant, vilket uttrycks i satsen

Sats. Varje heltal storre &n 1 kan kan skrivas som en produkt av primtal
pa ett och endast ett sitt (borsett fran faktorernas ordning).

Beviset for denna sats ligger utanfér denna kurs (men tas upp i
kursen Diskret Matematik under varterminen). Pastaendet i satsen
kanske kénns sjéalvklart, men om man begrundar ett stort tal ar det
kanske inte sa sjilvklart dnda - dr det till exempel uppenbart att
13242653496007891274898347914738 kan skrivas som en produkt av
primtal pa ett och endast ett siatt?



4. PRIMTALEN AR OANDLIGT MANGA

Sats. Det finns odndligt manga primtal.

Denna sats har ett klassiskt bevis, som finns atergivet i What is
mathematics?. Beviset bygger pa ett par enkla idéer®.

Uppgift 10. Om n ar ett positivt heltal géller att n och n+ 1 inte har
nagon gemensam delare forutom talet 1. Bevisa dettal

(Om du &r bekant med begreppet storsta gemensamma delare, SGD,
siger pastaendet att SGD(n,n + 1) = 1 for alla heltal n > 1. )
Forklara ocksa varfor detta ar detsamma som att siga att tva intil-
liggande positiva heltal tal n och n 4+ 1 aldrig har nagon gemensam
primtalsfaktor.

Uppgift 12. Konstruera forst ett heltal » som ar delbart med primtalen
2, 3, 5 och 11. Konstruera sedan ett heltal s > r som sédkert inte &ar
delbart med nagot av dessa primtal.

Eftersom s inte &r delbart med nagot av tal 2, 3, 5 och 11 maste s besta

av andra primfaktorer, eventuellt en enda om s sjalvt ar ett primtal.
Eller hur?

Uppgift 12. Lat 2, 3, 5, 11, 13, ..., 65537 vara en lista av alla primtal
< 65537 (som man vet dr ett primtal). Konstruera ett tal sadant att
alla dess primfaktorer ar > 65537 .

Uppgift 13. (Bevis av att det finns oéindlig manga primtal.) Antag att
det bara finns dndligt manga primtal pq, ps, p3, ..., pr. Visa att detta le-
der till en motségelse genom att konstruera ett tal som siakert innehaller
andra primfaktorer.

5. TILLAMPNINGAR AV PRIMTALSFAKTORISERING

Nér man adderar eller subtraherar brak gér man ju som bekant det
genom att forst gora braken liknamniga. Ett séitt att gora detta pa
ar att ta ndmnarnas produkt som gemensam ndmnare, sedan utfora
berkéningen, och dérefter forkorta svaret sa langt som mojligt. Har ett
exempel.

5 7  5-18  7-12 90 84 174 8T 29

218 T 12.18 T18.12 216 1216 216 108 36
Ett ofta enklare satt ar istallet att finna den Minsta Gemensamma
Multipeln (MGM) till ndmnarna, det vill sdga det minsta tal som har

1Det hir avsnittet har lanat idéer och exempel fran kompendiet Aritmetik, Ma-
tematiska institutionen, Stockholms universitet, skrivet av Christian Gottlieb.



4

bigge ndmnarna som en delare.(MGM kallas i detta sammanhang of-
ta ocksa MGN, Minsta Gemensamma Némnare.) Man kan bestdmma
MGM till tva tal genom att studera deras primfaktorisering. Eftersom

12=2-2-3, 18=2-3-3

ser vi att det det ricker att forlanga det forsta braket med 3 och det
andra med 2 for att fa en gemensam ndmnare, det vill sédga

MGM(12,18) =3-12 =2 - 18 = 36.
Berdkningen av summan blir da det nagot enklare
5 7 5-3 7-2 15 14 29

2718 123 182 36 36 36
Uppgift 14. Beridkna
4 11 11 13
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Uppgift 15. Formulera en regel som beskriver primfaktorerna till
MGM(n, m) till tva tal m och n i termer av primfaktorerna till n och
m.

Vindmner slutligen begreppet Storsta Gemensamma Delare SGD(n, m)
till tva positiva heltal n och m. Som framgar av namnet ar talet
d = SGD(n,m) en delare till savil n som m, ndrmare bestamt det
storsta talet med denna egenskap.

Uppgift 16. Bestdm storsta gemensamma delaren till 84 och 315 ge-

. o ) 84 .,
nom att studera deras primfaktorisering. Forkorta sedan 30E sa langt
som mojligt.

For stora tal, dar primfaktorisering d&r modosamt, finns en annan
metod (Euklides algortim) for att berdkna SGD. Mer om detta i kursen
Diskret matematik.

Uppgift 17. Kan du finna en ekvation som ger ett samband mellan
tva tal m och n samt MGM(n, m) och SGD(n,m) ?



