Losningsforlag till Tentamen, SF1629, Differentialekvationer och Transformer
IT (del 2) den 12 mars 2014 kl 8:00 - 13:00.

Tentamen bestar av atta uppgifter dédr vardera uppgift ger maximalt fyra podng. Bonus
fran kontrollskrivningen géller uppgift (1).

Preliminira betygsgrinser: 14 poédng ger garanterat betyg E, 17 podng ger garante-
rat betyg D, 21 poédng ger garanterat betyg C, 24 podng ger garanterat betyg B och 28
poang ger garanterat betyg A. Den som har 13 poang far betyg Fx och har mojlighet att
komplettera. Kontakta i sa fall examinatorn.

Hjialpmedel: Det enda hjialpmedlet vid tentamen &ér formelsamlingen BETA, Mathematics
Handbook.

OBS: For full poéng kravs fullstéindiga, tydligt presenterade och vil motiverade 16sningar.
Markera dina svar tydligt.

(1) Anvénd variabelseparation for att hitta en 16sning till randvérdesproblemet

ou Ou e

Lédsning: Vi soker en 16sning pa formen u(z,t) = X (2)T'(t). Da har vi
ou ou

i X (z)T'(t), i

Inséttning i ekvationen ger oss

X (2)T'(t) = X'(2)T(t) + X (2)T(¢)

X'(2)T(t).

vilket leder till

T/ !/
) _X')
)  X(z)
Eftersom HL &r oberoende av ¢, och VL &r oberoende av x, sa maste vi ha
T/ /
0 _ X
)  X(x)

déar X\ dr en konstant. Detta ger oss de tva ekvationerna
T'(t)+ AT (t) =0, X'(z)+(1+NX(z)=0.
Den forsta av dessa har den allménna l6sningen T'(t) = cre”
16sningen X (z) = cpe~(1H7,
Saledes, for varje val av C' och \ ar
u(x,t) = X(2)T(t) = Ce M U2
en 16sning till PDEn. Vi soker en 16sing som ocksa uppfyller randvillkoret. Eftersom

% _ U(.CE, O) _ Ce—)\Oe—(1+/\)x _ Ce—(1+)\)x

M och den andra har



véljer vi C' = % och A = —2. Alltsa,

ar en losning till randvérdesproblemet.

a) Bestdm talen a,, och b,, n =0,1,2,3,..., om ay = 0,by = 0 och
2 =4
Gn1 + bn . n=0,1,2,....
2an+bn+1 =0

b) Verifiera, genom inséttning, att svaret i a) verkligen ar en l6sning.

Ldsning: a) Om vi Z-transformerar ekvationerna, och anvénder begynnelsevillkoren,
fas A

22zA(2) + B(z) = o

och
2A(z) 4+ zB(z) = 0.
Fran den andra ekvationen far vi 2A(z) = —zB(z). Sdtter vi in detta i den forsta

ekvationen fas
4z

—2’B(2) + B(z) = o

vilket ger
4z 4z
B(z) = =— .
e P T ) e S PN
Partialbraksuppdelning av HL ger (det &r taktiskt att bryta ut z for att underlétta
inverstransformeringen)

_(z—1;l2z(z+1) :Z((z—l)_;(Lz+1)) :Z(zil_zil_(231)2> -
zil_zil_(zizl)Q'

Beta ger nu
b, =1—(=1)" —2n.
Vidare har vi (fran den andra ekvationen)
bn+1 1 (_1)n+1
D =—— 1).
a 5 5t — t+l)

b) Vi verifierar att forsta ekvationen ocksa &r uppfylld. Notera att vi enligt for-
meln ovan har

(-1
2

Apt1 :—54- + (n + 2).
Vi far

2011 +bp = (—1+(=1)"P? +2(n+2))+ (1 — (—=1)" — 2n) =



eftersom (—1)"*2 = (—1)". Allstsa, a,, b, ir en ldsning till systemet.
Bestdam en funktion f som uppfyller

1
/ ft —y)dy = e 71 — 714 f5r alla t € R.
-1

Losning: Vi tolkar VL som en faltning f * g, dér

L Jyl<1

mwz{a‘mzl
Fouriertransformering ger
~ 2sinw i 2 w2
fw)- w - ¢ 14+ w? ¢ 14+ w?
Har har vi anvant F50 samt F41la kombinerat med F7. HL kan skrivas

27 —e™)  2(—2isinw)

1+ w? 1+ w?
Saledes far vi
~ — 29w

F42a ger nu att

ft) =—2i (%e"tsgn t) = ¢ Mlsgn ¢,
dér sgn t = |t|/t.

a) Lat distributionen f € &’ vara definierad genom f[p] = ¢(1), och lat g(z) =
— x. Anvand definitionen av produkten ¢f € &’ for att bestamma gf.
Anvind Fouriertransformens definition (i distributionsmening) for att bestdmma

Léosning: a) Enligt definition (se sid 207 i Vretblad) har vi

(9./)]¢] = flgg] = {definitionen av f} = g(1)p(1) =0
for varje testfunktion ¢ € S. Alltsa, gf = 0.

-~

b) Svar: f = 4md. Se exempel 8.27 i Vretblad.



(5) Hitta en 16sning till problemet

Up = Uge + SIN 27, O<z<m t>0;
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0;
u(z,0) = sinz, O0<z<m.

Losning: (Se ocksa exempel 6.3, sid 142-143, i Vretblad.) Eftersom ekvationen inte
ar homogen foroker vi forst overfora problemet pa ett homogent problem. Vi soker
dérfor en 16sning pa formen

u(z,t) =v(x,t) + o(x).
Inséattning i PDEn ger
Vp = Ve + ¢ (x) + sin 2.
Randvilkoren u(0,t) = u(m,t) = 0 blir
0=0v(0,t) + ¢(0) = v(m,t) + p(m).
Vi vill alltsa hitta ¢ sadan att
¢'(x) = —sin2z, ¢(0) = p(7) =0,

dvs -
sin 2z
Begynnelsevillkoret u(x,0) = sinx blir
in 2
sinx = v(z,0) + p(z) = v(x,0) + sm4 x’
dvs -
v(x,0) =sinx — Sm4 °

Vi soker saledes en 16sning v(x, t) till det homogena problemet

Vp = Uy, O<zxz<m t>0;
v(0,t) =v(m, t) =0, t>0;

v(z,0) =sinz — 22 0 <z <.

Att 1osa detta problem &r standard (se avsnitt 1.4 i Vretblad). Vi far att for varje
n=1,2,3,..., och varje val av konstanten b, sa &r

n

Un(,t) = bpe ™ T sinna

en 16sning till de tva forsta villkoren. Eftersom problemet &r homogent sa ar varje

linjarkombination
N
—n2t .
E b€ sin nx
n=1



ocksa en l6sning. Vi ser déarfor att vi speciellt har att
v(z,t) =e 'sinx — Z€_4t sin 2z

ar en losning till de tva forsta villkoren. Denna l6sning uppfyller ocksa det sista
begynnelsevillkoret.
Vi har saledes hittat en 16sning till det ursprungliga problemet, namligen

sin 2x

1
u(x,t) = v(x,t) + p(r) = e 'sinx — Ze "sin 22 +

Lat
1

Ko (t) = {n, om [t| < 5

0, om|t|> %

och antag att f : R — R &r en kontinuerlig funktion. Visa detaljerat, utan att bara
referera till en sats, att

lim [ K,(t)f(t)dt = f(0).

n—oo J_4

Losning: Detta ar ett specialfall av Sats 2.1 (Vretblad, sid 22-23).
Vi vill visa att for varje e > 0 sa finns N > 0 sadant att

/ Ko(t)f(H)dt — £(0)

<€

for alla n > N.
Fixera € > 0. Vi noterar att f_ll K,(t)dt =1 for varje n, sa vi kan skriva

/K Wt — 1) = [ Kot ft)dt — f /K

-1

=/g@@ﬁ@—f@ﬂt

Eftersom f &r kontinuerligit = 0, sa det finns ett § > 0 sadant att |f(t) — f(0)] < e
for varje |t| < J. Detta ger

st 1) = | [ K70~ rO)e] <

< / K, (t)|f(t) — f(0)|dt = {anvind definitionen av K,} =

1/n 1/n
:/ n|f(t) — f(0)|dt <€/ ndt = ¢

1/n 1/n
for varje n > 0 sadant att 1/n < d, dvs for alla n > 1/§. Detta bevisar pastaendet.



(7) Antag att f : R — R &r kontinuerlig och att det finns ett tal M > 0 sadant att
f(t) =0 for alla |t| > M. Visa att Fouriertransformen f(w) &r kontinuerlig. (Tips:

titta pa f(w + h) — f(w).)
Losning: Eftersom f speciellt dr kontinuerlig pa det kompakta intervallet [—M, M]
sa finns det ett K > 0 sadant att
fOI <K, [t <M.
Vi vet att f(t) =0 for || > 0 sa

— /_ Z ft)e ™“dt = /_ Aj: f(t)e ™“dt

For att visa att féir kontinuerlig sa ska vi visa att for varje w € R sa
lim fw + h) = f(w).
h—0

Vi noterar att

‘f w4+ h ‘ — ’/ f fz(w+h 7uut>dt

- ‘/ f(t)e (et — 1)dt’ g/ |f(t)]|e” " — 1]dt <
M -M

<2MK max |e ™ —1].
_M<t<M
Eftersom e™* — 1 da k — 0 sa foljer att max_j<i<pr e — 1) — 0 da h — 0,
och alltsa har vi

’f(w—l—h) - f(w)‘ —0dah—0.
Saledes har vi visat att féir kontinuerlig.

(8) a) Antag att f € C(T) och g € C(T) (dvs f och g &ar kontinuerliga och 27-
periodiska). Visa att om f och g har samma Fourierkoefficienter sa ar f(t) = g(t)
for alla t € R. (Tips: betrakta funktionen ¢(t) = f(t) — g(t).)
b) Vilka funktioner f € C(T) uppfyller f(t + 1) = f(¢) for alla t € R?

Losning: a) Lat ¢(t) = f(t) — g(t), och lat ¢, beteckna ¢:s Fourierkoefficienter.
Eftersom f och g har samma Fourierkoefficienter sa har vi ¢, = 0 for alla n € Z.
Enligt Parsevals formel har vi

1 [7 9
o | (t)|2dt = n;m|cn| =0.

Eftersom ¢ &r kontinuerlig, och ovanstaende integral ar 0, sa maste ¢(t) = 0 for
alla t. Alltsa foljer det att f(t) = g(t) for alla t.



b) Antag att f € C(T) uppfyller f(t+ 1) = f(¢). Lat
1 [7 -
Cp = % /ﬂ_ f(t)e_zntdt7 n e Z7

vara f:s Fourierkoefficienter. Funktionen ¥ (t) = f(t+1)— f(t) ar enligt antagandet
identiskt noll. Eftersom funktionen h(t) = f(¢ + 1) har Fourierkoefficienterna

1 (7 :
By / f(t+ 1)e " dt = {samtliga funktioner #r 27-periodiska} =
T™J)_n

1 (7 o :
_ f(U)G in(u 1)du _ Cnezn,
2 ),
sa far vi, om vi beridknar 1:s Fourierkoefficienter,

0=cne™ —c, =cpe™—1), neZ.

Notera att e = 1 omm t = k - 27. Eftersom 7 #r irrationellt sa har vi att e # 1
for alla n # 0. Saledes har vi e —1 # 0 for alla n # 0, sa likheten ovan medfor att
vi maste ha ¢, = 0 for alla n # 0. Fér n = 0 har vi e — 1 = 0, sa ¢ kan vara vad
som helst.

Eftersom f och den konstanta funktionen g(t) = ¢y har samma Fourierkoeffici-
enter sa foljer det fran a) att f(t) = g(t) = ¢o for alla ¢, dvs f &r konstant.



