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1. Bestam vidrdemangden till funktionen
f(z) =2arctanz + In (1 —|—x2), dir —vV3 <z <1.

For att ge full poéng skall svaret inte innehalla ”arctan” (men ”In” gar bra).

LOSNING: Vi observerar att f &r kontinuerlig pa det slutna och begriinsade intervallet,
varfor f antar ett storsta och ett minsta varde samt alla virden daremellan nér x varierar
i intervallet. Storsta respektive minsta virde maste antas i en d&ndpunkt till intervallet
eller i en punkt dar derivatan &r noll eller dir derivata saknas. Vi deriverar och far

f(z) = 2 n 2 242z
1422 1+a22  14a?
som existerar for alla x i intervallet. Vi ser att f'(x) = 0 & z = —1 som ligger i

intervallet. Vi ser ocksa att f’(x) dr negativ for x < —1 och positiv for z > —1, sa f ar
stringt avtagande da —v/3 < = < —1 och stringt vixande da —1 < = < 1. Det foljer
av detta att funktionen tar sitt minsta vérde i punkten x = —1 och det minsta vardet
ar f(—1) = —m/2 + In2. Det storsta virdet maste da tas i nagon av &ndpunkterna.
Eftersom f(—v/3) = —%” +In4 < 0 medan f(1) = § +1n2 > 0 sa &r funktionens storsta
véarde ar f(1) =7/2 + In2.

Funktionens vardeméngd bestar alltsa av alla tal y sadana att

—7m/24+In2<y<mw/2+1n2.

SVAR: alla tal y sadana att —7/24+1In2 <y <7/2+1n2.

2. Berikna integralen



For att ge full poéng skall svaret inte innehalla namn pa trigonometriska funktioner.

LOSNING: Vi anviinder variabelsubstitutionen /z = u, med dz/2/z = du och nya
granser /4 resp /2 och far
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/4 COS(@dwzQ/ cosudu =2 — /2.
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SVAR: 2 — V2

3. Beridkna tva Riemannsummor R; och Ry for integralen

6
1
/3dfva
o T +1

bada med integrationsintervallet indelat i fyra lika langa delar och sadana att Ry sédkert
ar mindre och Ry sikert ar storre dn integralens viarde. Svaret far ges som en summa av
rationella tal (kvoter av heltal).

LOSNING: Givet ett indelning 0 = zg < 1 < 22 < -+ < x, = 6 av integrationsinter-
vallet [0, 6] sa &r en Riemannsumma till var integral en summa av typen

n
> F(&)Axy,

k=1
dar, for varje k, Axp = xp — 251 och xp_1 < & < xp. Dessutom ar forstas f(x) =
/(2% +1).

Vi delar in integrationsintervallet i fyra lika langa delar. Delningspunkterna ar da 0,
3/2, 3, 9/2 och 6. Langden av delintervallen adr 3/2. Vi observerar att integranden &r
stringt avtagande, sa for att fa en Riemannsumma R; som &r mindre &n integralen kan
vi valja hogra dndpunkten i varje delintervall att ta funktionsvérde i och for att fa en
Riemannsumma Rs som &ar storre &n integralen sa kan vi vélja vénstra &ndpunkten i
varje delintervall.

For Ry har vi alltsa:

p_ 1 3, 1 3, 1 3, 1 3
"TB2P 1 2 T8+ 2 (92841 2 63+1 2
For Ry har vi:
poo L o3, 1 3, 1 3, 1 3
2Tl 2 (3/28+1 2 B+1 2 (92841 2



4. a. (2p) Hur manga losningar har ekvationen 2% — 3z = 37

b. (2p) Bestdm ett ndrmevérde till varje 16sning genom att forst vélja ett grovt
(men inte for grovt) ndrmevérde xg och sedan gora en iteration med Newton-Raphsons
metod (dvs approximera med en lamplig tangentlinje i z9). Tips: eftersom ni inte har
minirdaknare kan det vara lampligt att vilja det grova narmevdrdet xg som ett heltal.

LOSNING: a. Sitt f(x) = 2 — 3z — 3. Da &r 2° — 3z = 3 ekvivalent med att f(x) = 0.
Vi ser att f #r definierad och kontinuerlig for alla 2. Vidare dr f'(z) = 322 — 3 som
existerar for alla x. Vi ser att f'(z) = 0 & = = +1. Ett teckenstudium av derivatan
visar:

Om z < —1sa ar f(x) > 0 och f strdngt vixande.
Om —1 <z < 1saéir f'(z) <0 och f strangt avtagande.

Om z > 1sa ar f/(x) > 0 och f strangt vixande.

Tydligen har f en lokal maxpunkt i x = —1 och en lokal minpunkt i = 1. Funk-
tionsvérdet i den lokala maxpunkten —1 &r f(—1) = —1 och funktionsvérdet i den lokala
maxpunkten 1 dr f(1) = —5. Dessutom &r lim,_,o, f(z) = 0o och lim,_,_ f(z) = —oc.

Vi kan nu skissa kurvan y = f(z):

1 3
x

Det foljer av ovanstaende att f(z) = 0 har exakt en 16sning (som ligger i intervallet
x> 1).

b. Eftersom f(2) = —1 och f(3) = 15 sa ger satsen om mellanliggande virden att
16sningen ligger mellan 2 och 3. Det kan déarfor vara lampligt att véalja det grova
niarmevardet g = 2. Da ger Newton-Raphsons metod att en approximation av ek-
vationens losning ar

11
flo) 5 =1 _ 59 = 2.1111....

f(wo) 9

Tr1 =Xy —



SVAR: Ekvationen har exakt en 16sning och 16sningen &r ungefar 19/9 eller 2.1111.....

5. Man vill approximera funktionen f(z) = sin 2z med Maclaurinpolynom.

a. (2p) Bestdm ett ndrmevérde till f(0.1) med ett fel vars absolutbelopp ar
mindre &n 0.01.

b. (2p) Finn ett polynom p(z) som fér alla x med |z| < § uppfyller
Ip(z) — f(z)| <1074
LOSNING: Vi har med hjélp av Taylors formel (standardutveckling kring origo) att

t3 t5 A t2k+1
ntAt— o b (D)
sin TR TR S A Gy

med ett fel som ges av

_)kH1_COSC  ok43
(=1) (2k + 3)!

for nagot ¢ mellan 0 och ¢.

Om vi hér byter ut ¢ mot 2z (som &r néra noll nér x &r néra noll) far vi

2¢)*  (22)°
sin2:cz2x—(;)+(;)+...+(_1)

k (2.7:)2k+1
(2k +1)!

med ett fel som ges av

COosc
(_1)k+1 (Qk — 3)' (2$)2k+3

for nagot ¢ mellan 0 och 2z.
Uppgift a. Har kan vi vélja kK = 0 i var formel och fa att

f(0.1) =sin0.2 = 0.2.

Felet i denna approximation ar till beloppet maximalt

1023—4 0.001 < 0.01
502 =30 01.

b. Om vi valjer k = 3 i var formel far vi att

3 5 7
f(z) =sin2z ~ 2z — (2;) + (2;) B (2;')




dar hogerledet ar vart polynom p(x). Efter forenkling kan vart polynom skrivas

4 4 8
oy 28 25 O 7
p(x) x 33: + 1596 31535

Felet vi gor nér vi approximerar f(z) med p(z) ar, for nagot ¢ mellan 0 och 2z,

4COS C
(=1,

Om |z| < § sa giller att absolutbeloppet av felet

(2x)°.

_qyacosc 9<l .E9<l_ 1 <104
(1) @2)| < 2 )" < 51 = 362880 = 10

SVAR: a. f(0.1) ~ 0.2. b. p(z) =2z — 323 + fta® — $=a”

6. Adam delar en klotformad apelsin med radien R i atta delar genom att skéra fyra
snitt enligt figuren hérintill. Ar bitarna lika stora? Om inte, hur stora ar (dvs vilken
volym har) de storsta bitarna?

LOSNING: Vi viljer ett vanligt koordinatsystem med origo i apelsinens mittpunkt. Vi
kan da betrakta apelsinen som den rotationsvolym som uppstar da kurvan y = v/ R? — 22
roterar runt z-axeln. Om vi begrénsar oss till intervallet —R/3 < x < R/3 sa far vi
de fyra innersta bitarna av den delade apelsinen. Deras sammanlagda volym &r enligt
formeln for rotationsvolymer:

2,2 _p2.,._ .3
(R* —2°)dr = [R°x $/3]7R/3— <1

_ /R/3 rj3  52mR3
—R/3 '

Var och en av dessa fyra bitar har alltsa volymen 137 R3 /81, eftersom de uppenbarligen
ar lika stora.



Eftersom hela apelsinens volym &r 47 R3/3 s& &r de &vriga bitarnas volym tillsammans
41 R3/3 —52mR3 /81 = 56w R3 /81 sa var och en av dem har volymen 147 R3/81, eftersom
de ar lika stora. Det ar alltsa dessa yttre bitar som har storst volym.

SVAR: De yttre bitarna ar storst.

7. a. (2p) Definiera vad det innebér att funktionen f(z) ar deriverbar i z = a.

b. (2p) Verifiera att funktionen

0 omx =20

T 22sin(l/z) om x
f(a:):{2 + 322 sin(1/2) £0

ar deriverbar for = 0 och berdkna med hjilp av derivatans definition f/(0).

LOSNING: Fér a. se liroboken. Fér b: Med derivatans definition far vi att

. 2h+3Rh%sin(1/h) -0 :
/ _ _ _

f1(0) = }llli)% - = }lllg%)@ + 3hsin(1/h)) =2

dér vi i sista steget har anvént att sinusfunktionen &ar begrdnsad. Funktionen ar alltsa
deriverbar i origo och f/(0) = 2.

SVAR: a. Se laroboken. B f/(0) = 2

8. Bestim samtliga losningar till differentialekvationen 3”(t) + 3/(t) = e~ som ocksa

uppfyller att y(0) = 0. Avgor sedan ocksa om nagon av dessa losningar uppfyller att
limy o0 y(t) = 0.

LOSNING: Den allménna losningen till differentialekvationen har strukturen y;, + Up
dér yp, ér allménna losningingen till motsvarande homogena ekvation och y, &r nagon
partikularlosning.

For y, observerar vi att den karaktiristiska ekvationen 72 47 = 0 har Isningarna r = 0
och r = —1. Dirfor ir y,(t) = C + De™t, dir C och D ér godtyckliga konstanter.

For y, gor vi anséttningen y,(t) = ate™* och forscker bestimma konstanten a sa att vi
t

far en partikuldrlosning (obs att ansdttningen y, = ae™* inte fungerar eftersom e™* &r
en homogen 16sning). Med y, = ate™" ér y, = ae™" — ate”™" och y)) = —2ae™" + ate™"

och vi har att

yg—ky;, —ele= e l=etle=a=-1.

Vi har alltsa en partikulérlosning y,(t) = —te .



Den allmiinna l6sningen till differentialekvationen ér alltsa y(t) = C'+ De~! —te™".

Vi ser att y(0) =0« C+ D =0« D = —C. De losningar till differentialekvationen
som uppfyller villkoret y(0) = 0 &r alltsa

y(t) =C —Ce™t —te™".

For dessa funktioner géller att lim; o y(¢) = C (dér vi har anvint standardgrénsvérden)
sa enda chansen att fa lim; o y(t) = 0 ar att valja C = 0.

SVAR: De l6sningar till differentialekvationen som har vérdet 0 i origo ar y(t) = C —

Ce™t —te7t, dir C ar en godtycklig konstant. Den enda av dessa funktioner som har
griansvirdet 0 i oindligheten &r y(t) = —te™!

9. Betrakta funktionen h definierad for alla x genom

sin x

h(z) = om z # 0

1 omz =0
a. Ar h integrerbar pa intervallet [0, 7] ? Motivera.

b. Berakna approximativt integralen

/07r h(zx) dx

och bedom hur bra approximationen ér.

c. Skriv ett MATLAB-program som skattar integralen med ett absolut fel pa
hogst 1077,

LOSNING: a. Eftersom % ar ett elementért uttryck som &r definierat for alla z # 0 sa
ar h atutomatiskt kontinuerlig for alla  # 0. Eftersom dessutom lim, .o *3* = 1 = h(0)
sa ar h kontinuerlig ocksa i 0. Déarfor ar h kontinurlig pa hela det slutna begrénsade

intervallet [0, 7] och ddrmed ocksa integrerbar dér.

b. Med hjélp av Taylors formel far vi att

. [ I L
ST AT = or e T

med ett fel som till beloppet #r mindre &n 2°/9! for  mellan 0 och 7.

Det betyder att



med ett fel som till beloppet #r mindre &n x%/9! for  mellan 0 och 7.

Darfor far vi att

s

7

3.3 5.5 7.7

g g 2 4 6 3 5
h)de ~ | (1-2 42— Ly de = [z—2/3-3142°/5-51 -7 778 = 71—
0 R ETIAETI

Felet i denna approximation ar till beloppet mindre an

/7r de 7T9 - 4
—dr = —— < —.
o 9! 9.9! " 100

OBS: Man maste inte anvénda Taylors formel utan det gar ocksa bra med t ex trapet-
g
sregeln.)

c.
Problemet uppstar i = 0, for 6vrigt ar integralen snéall. Om man gor
n=100;

x=[0:n]/n*pi;

y=sin(x)./x;

sa blir y(1)=NaN, dvs Not A Number.

Alternativ 1:

Ett sétt dr da att inte starta den numeriska integrationen forrdn strax efter z = 0,
och utnyttja att vi vet att funktionsvardet fram till dess ar nédra 1. Integralen over
detta forsta omrade ar 1*bredden. Man bor prova att den valda brytpunkten, epps, inte
paverkar svaret. (men skillnaden pa f(epps) och 1 #r mindre &n 100 — 15)).

Eftersom vi gor ett litet fel i borjan kan det vara bra att ta i lite i toleransen till quad,
sa jag har sankt till 1e-8 (sa att summan av felen blir mindre &n le-7.

epps=1le-§;

int1=1*epps;
int2=quad('funk’,epps,pi,le-8);
integral = intl + int2

med funktionsfilen



function f=funk(x);

f=sin(x)./x;

Alternativ 2:

Ett annat satt ar att lata funktionsfilen sjalv kontrollera att den svarar ratt.
function f=funk(x);

epps=1le-8§;

n=length(x);

f=0*x;

for i=1:n;

if abs(x(i))<epps

f(i)=1,;

else

f(i)=sin(x)./x;

end;

end;

och huvudprogrammet

int=quad(’funk’,0,pi,1le-8)

(denna version tar ldngre tid eftersom vi far en loop inne i funktionen)

SVAR: [ h(z)dx ~ m— g’—; + 5”—;, - 7”—; med ett fel som till beloppet &r mindre &n 4/100.
For matlabprogrammet, se 16sningen.



