Kortfattat 16sningsforslag till Tentamen, SF1629, Differentialekvationer och
Transformer II (del 1) 7 januari 2014 kl 8:00 - 13:00.

Tentamen bestar av atta uppgifter dédr vardera uppgift ger maximalt fyra podng. Bonus
fran kontrollskrivningen géller uppgift (1).

Preliminira betygsgrinser: 14 poéng ger garanterat betyg E, 17 podng ger garante-
rat betyg D, 21 podng ger garanterat betyg C, 24 podng ger garanterat betyg B och 28
podng ger garanterat betyg A. Den som har 13 podng far betyg Fx och har mojlighet att
komplettera. Kontakta i sa fall examinatorn.

Hjilpmedel: Det enda hjialpmedlet vid tentamen &ar formelsamlingen BETA, Mathematics
Handbook.

OBS: For full poéng kravs fullstéindiga, tydligt presenterade och vil motiverade 16sningar.
Markera dina svar tydligt.

(1) Man kan litt verifiera att y; = e dr en 16sning till differentialekvationen
ty" —(2t+ 1)y +(t+1y=0, t>0.

Bestdm den 16sning y till ekvationen som uppfyller begynnelsevillkoren y(1) =
1,y/'(1) = 4.

Losning: Vi behover en fundamental 16sningsméngd. Vi soker ytterliggare en
16sning y, pa formen yo(t) = v(t)e'. Inséittning i ekvationen, samt férenkling, leder
till

tv" — v = 0.
Genom att lata u = v', och dividera med t, far vi

, 1
u ——u=0.
t

Multiplicerar vi ekvationen med den integrerande faktorn e~/ (/94 = 1/t far vi

d (1

vilket ger oss u(t) = ct dér ¢ &r en konstant. Saledes far vi v(t) = a1t® + ay, dér
ai,ay #r konstanter. Speciellt &r alltsa y,(t) = t?e’ en 16sning till ekvationen.

Eftersom 7; och y bildar en fundamental 16sningsméngs (verifiera, t ex, att
Wronskideterminanten Wy, yo](t) # 0) sa vet vi att den allménna losningen till
ekvationen ges av

y(t) = cre’ + cot?el.

Begynnelsevillkoren ger nu att vi maste ha ¢; = —(1/2)e™! och ¢y = (3/2)e™!, dvs
vi far 16sningen

1 3
£ = —Setl 221
y(t) 26 + 5 e



(2)

Betrakta differentialekvationen

y =y(l—-y)
a) Bestdm de kritiska punkterna till ekvationen samt avgér om de &r stabila eller
instabila. (1p)
b) Lat y; () vara losningen till ekvationen som uppfyller begynnelsevillkoret y; (0) =
1/3. Skissa grafen y = y;(t),t € R. (1p)
¢) Visa, genom att 16sa ekvationen, att om yo(t) ar 16sningen som uppfyller y,(0) = 2
sa finns det ett ¢y < 0 sadant att tE?& yo(t) = o0o. Bestdam ¢, samt skissa grafen

y = ya(t), t € (to, 00). (2p)

Losning: Notera att vi har den logistiska ekvationen (avsnitt 2.5 i Boyce-DePrima)

a) De kritiska punkterna &r y = 0 (instabil) och y = 1 (stabil). Se sidan 81 i
B-DP.

b) Se, t ex, figur 2.5.3 pa sidan 81.

¢) Genom att 16sa ekvationen, som dr separabel, far man (om y # 0,1) att

Yo
y(t) =
(t) Yo+ (1 —yo)e?

dr 16sningen som uppfyler y(0) = yo (se formel (11) pa sidan 83). Vi har yy = 2,
dvs vi far

2
y2(t) = 2 _ e_t‘
Vi noterar att ndmnaren dr noll precis da e”! = 2, dvs da t = —1In2. Alltsa,
l6sningen existerar pa intervallet (g, 00), dér tg = —In2. Notera ocksa att vi har

limy 4,1 y2(t) = oco. For figur, se fig. 2.5.3 pa sidan 81.

Betrakta det autonoma systemet

dx

— =2r—3

a ~

dy

Yo Bp 42

7t T+ 2y
Det &r ldtt att se att origo dr den enda kritiska punkten.
a) Rita ett fasportrétt. Motivera din figur. (1p)
b) Bestdm den 16sning (z(t), y(t)) till systemet som uppfyller z(0) = 5,y(0) = —1.
(2p)
c¢) For vilka begynnelsevillkor (z, ) géller det att 1osningen x(t) = (z(t), y(t))
som uppfyller (z(0),y(0)) = (xo,yo) ocksa uppfyller tlim x(t) =07 (1p)

— 00

Lésning: Matrisen



3

har egenvérdena r; = —1 och ry = 5, med motsvarande egenvektorer v; = (}),02 =
(_11) Saledes vet vi att den allménna I6sningen till systemet ges av

(o)) o)

a) Eftersom egenvektorerna har olika tecken har vi att den kritiska punkten
(0,0) &r en sadelpunkt. Anvénd egenvektorerna, eller 16sningen ovan, for att rita
ett fasportritt. Se sidan 498 i B-DP.

b) Begynnelsevillkoret ger att ¢; = 2 och ¢y = 3, dvs vi far 16sningen

()=o)

c¢) En 16sning x(t) = (z(t), y(¢)) uppfyller tlim x(t) = 0 precis da ¢y = 0 (eftersom
—00

et — 0 och € — 0o da t — o0). Detta sker precis da (g, yo) r pa formen

()=o) e

(4) Anviand Laplacetransform for att 1osa integralekvationen

et =y(t) —l—/o (t — w)y(u)du.

Lésning: Laplacetransformering ger (notera att vi har en faltning i hogerledet)

1 1
—Y(s)+ =Y
=Y+ V(9
vilket ger
2
Y(s) = .
(s) (s+1)(s2+1)
Beta (L 38) ger nu
e ! —sint + cost
y(t) = 5
(5) Begynnelsevirdesproblemet
d’y . dy
l1+a2%)— +2—=—2y=0 0)=1, ¥(0)=0
(I+a%) 5 +2e- =2y =0, y(0)=1, ¢ (0)=0,
har en potensserielosning
y(zr) = Z apx".
n=0

a) Bestdm denna serie. (3p)



b) Bestam ett tal p > 0 sadant att serien sikert konvergerar for alla |z| < p.
Motivera ditt svar. (1p)

Lésning: a) Inséttning i ekvationen leder, pa vanligt sétt, till rekursionsrelationen
n—1
n+1

Fran begynnelsevillkoren har vi ag = 1 och a; = 0. Rekursionerelationen ger nu att
asr+1 = 0, k >0, och

Apiog = — n, mn>0.

1
2k —1°
(vi far att ay = 1,a4 = —1/3,a6 = 1/5,a3 = —1/7,... och anvénder induktion for
att visa det allménna fallet). Saledes har vi

Ao = (_1)k+l

= (-1t
y(t) = Z mx% (= 1+ zarctanz).
k=0

b) Vi kan ta p = 1. Detta kan inses pa foljande sitt. Vi skriver ekvationen pa
formen
d?y 2 dy 2
dr?  142%2dr 142
Polynomet 1 + 2?2 har rétterna x = #i. Saledes dr avstandet fran 0 till ndgon av
rotterna 1. Fran Sats 5.3.1 (sidan 266) och argumentet efter satsen, foljer det nu
att serielosningen maste ha en kovergensradie > 1. (Konvergensradien dr faktiskt
1.) Konvergensradien kan ocksa uppskattas direkt fran serien ovan.

y=0.

Betrakta ekvationen

y' +p(t)y +q(t)y =0
dédr p och ¢ &ar kontinuerliga pa hela R. Antag att y; och y, &r tva losninger till
ekvationen, och lat W (t) = Wy, y2](t) beteckna Wronskideterminanten. Visa att
antingen dr W (t) # 0 for alla t € R, eller sa &r W (t) = 0 for alla t € R. (Tips: W (t)

ar en 16sning till en viss linjar differentialekvation av forsta ordningen.)
Losning: Se boken, sats 3.2.7, sidan 154.

Betrakta den icke-linjara differentialekavtionen
u’ +u® = 0.

a) Skriv om ekvationen som ett system och visa att den kritiska punkten (0,0) &r
stabil. (2p)
b) Visa att varje 1osning u(t) till ekvationen &r begriansad pa intervallet [0, c0).
(2p)



Lésning: Genom att satta x = u och y = «’ far vi systemet
=y
y = —x°.

Det gar e att undersoka stabiliteten av (0,0) via linjdrisering.

a) Man kan hitta en Lyapunovfunktion (t ex V(z,y) = 2%/2 + y°/6; se nedan)
och anvénda Lyapunovs metod for att visa att (0,0) &r stabil. Se 6vningsuppgift
9.6.6 i boken.

b) Vi léser a) och b) pa samma gang genom att titta pa losningskurvorna. Sy-
stemet ger ekvationen

dy x®
de — y’
som &r separabel (se avsnitt 9.2, sidan 515). Integrering ger
22 b
> "6 °
dar ¢ dr en konstant. Saledes, varje 16sning (x(t),y(t)) till systemet ligger pa en

kurva % + % = c. Eftersom dessa kurvor &r begrénsade ser vi att speciellt z(t) =
u(t) ar begréansad for varje t.

Om (z(0),y(0)) &r néra origo, sa kommer konstanten ¢ vara liten, och dérmed &r
(z(t),y(t)) ndra origo for alla ¢ > 0. Saledes &r origo stabil.

a) Antag att p och ¢ ar kontinuerliga pa hela R. Visa att om y(t) &r en icke-trivial
16sning (dvs inte identiskt 0) till ekvationen y” +p(t)y’ +¢q(t)y = 0 och om y(ty) = 0
for nagot ty € R, sa &r y/(to) # 0. (1p)
b) Betrakta ekvationen

y'+q(t)y =0
déar ¢ dr kontinuerlig pa hela R och uppfyller ¢(t) < 0 for alla ¢ € R. Visa att om
y(t) &r en icke-trivial 16sning till ekvationen, sa har y hogst ett nollstélle pa R. (3p)

Lésning: a) Eftersom p och ¢ ar kontinuerliga sa foljer det fran entydighetssatsen
att den enda l6sning som uppfyller begynnelsevillkoret y(ty) = ¢'(t9) = 0 &r den
triviala losningen y(t) = 0 for alla t.

b) Antag att y(ty) = 0. Eftersom y/(to) # 0 och 3 &r kontinuerlig sa vet vi att
y(t) # 0 for alla t € (to,to + €), nagot € > 0. Antag att det finns ett ¢; > ¢
sadant att y(¢;) = 0. Vélj det forsta sadana nollstélle, dvs vi har y(t) # 0 for alla
t € (to,t1). Vi betraktar fallet da y(t) > 0 pa (to,t;) (det andra fallet behandlas
analogt). Eftersom y(to) = y(t1) = 0 sa maste y(¢) ha ett maximum pa [to,t].
Antag att detta maximum antas i punkten ¢y € (to,?1). I denna punkt &dr y”(t2) <0
(eftersom vi har ett maximum). Men y(t) ar en 16sning till differentialekvationen, sa
y"(t2) = —q(t2)y(t2) > 0 eftersom ¢(t2) < 0 och y(ty) > 0. Detta &r en motségelse.
Alltsa finns det hogst ett nollstélle.



