LOSNINGSFORSLAG TILL
TENTAMEN 2
SF1664

Tillampad envariabelanalys med numeriska metoder
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1. Hur manga ganger antar funktionen

fla) = (12— 2)Va

vardet 13 nar x varierar i intervallet 1 < z < 97

LOSNING: Vi ser att f &r kontinuerlig pa det slutna begrinsade intervallet och att
f(1) =11 och f(9) = 9. Vi deriverar och far

12—z 12 -3z

f@)=—va+ NG NG

som existerar for alla z i intervallet. Det géller att f’(z) = 0 om och endast om z = 4.
Ett teckenstudium av derivatan ger att

dal <z <4ar f'(x) >0 och det foljer att f ar strangt vaxande hér,
dad <z <9ar f/(x) <0 och det foljer att f ar strangt avtagande hér.

Det foljer av ovanstaende att f(z) forst véaxer strikt fran f(1) = 11 till f(4) = 16, som ar
funktionens storsta vérde, och dérefter avtar f(z) strikt ner till f(9) = 9. Alltsa maste
vardet 13 antas exakt tva ganger.

SVar: Tva ganger.

2. Berakna integralen

/e vVi+Inzx
——dx.
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LOSNING: Med hjélp av substitutionen 14Inz = u, som ger dz /x = du och nya grénser
1 resp 2, far vi

V2 -2

e / 2
/Hlnxdaz:/\/ﬂdu:4 3
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Svar: (4v/2 —2)/3

3. En mjélkforpackning med temperaturen 4° C tas ur kylskapet och placeras i ett rum
med konstant temperatur 20° C. Efter 12 minuter har mjolken antagit temperaturen
12° C. Efter hur lang tid ytterligare har mjolkens temperatur natt 18° C? (Forutsétt att
forloppet foljer Newtons avkylningslag, dvs att mjolkens temperaturéandring per tidsen-
het &r proportionell mot temperaturskillnaden mellan rummet och mjélken.)

LOSNING: Lat y(t) betyda mjolkens temperatur ¢ minuter efter uttagandet ur kylskapet.
Newtons avkylningslag ger att y/(t) = k(20 — y(t)) for nagon konstant k. Dessutom ska
villkoret y(0) = 4 uppfyllas.

Vi 16ser diffekvationen y'(t) = k(20 — y(t)), som ocksa kan skrivas
y'(t) + ky(t) = k20

Forst soks yp,, dvs allmanna losningen till den homogena ekvationen 1y’ + ky = 0. Den
karaktiristiska ekvationen r + k = 0 har 16sning r = —k varfor y;,(t) = Ce .

Sedan soks y,, dvs nagon partikulérlosning. Vi ser att vi kan ta y,(t) = 20.

Vi konstaterar att differentialekvationens allméinna 16sning ar y(t) = 20 + Ce . Beg-
ynnelsevillkoret y(0) = 4 ger oss att C = —16, sa den funktion som loser differential-
ekvationen med det givna begynnelsevillkoret ar alltsa y(t) = 20 — 16",

Vi kan nu bestdmma konstanten k£ med hjalp av temperaturen efter 12 minuter som ju var
given: 12° C. Vi ska alltsa ha att y(12) = 12 vilket dr detsamma som att 20 — 16e~12F =
12. Vi far k = 22,

Den funktion som beskriver mjolkens temperatur vid tiden ¢ minuter efter uttagandet
ar alltsa

y(t) =20 — 16e~(t2)/12,

Mjblkens temperatur ar 18° nér y(t) = 18, dvs nér 20 — 16e~(*1"2)/12 — 18, Léser vi for
t far vi tidpunkten ¢ = (121n8)/In2 = 36 minuter.

Svar: Mjolkens temperatur nar 18° C precis 36 minuter efter uttagandet ur kylskapet.



4. Ge exempel pa foljande (endast svar kriavs pa denna uppgift):
a. En funktion f som dr kontinuerlig men inte deriverbar i punkten z = 3.

b. En funktion g som har definitionsméngd R och viardeméngd R
och som ar inverterbar.

c. En funktion h som har definitionsméngd R och vérdeméngd [0, oo
och som inte ar inverterbar.

Svar: a. Till exempel f(z) = |z — 3].
b. Till exempel g(x) = z.

c. Till exempel h(z) = x?

5. Anvénd ett lampligt valt Taylorpolynom for att bestdmma ett ndrmevarde till In 1.1
med ett fel som till absolutbeloppet ar mindre &n 0.001.

. 2
LOSNING: Vi vet att for x ndra 0 &r In(l + z) ~ x — % med ett fel som ges av

3

R(z) = ﬁ, for nagot ¢ mellan 0 och z. (Detta &r en standardutveckling; man kan
c

forstas lika géarna rakna fram det lampliga Taylorpolynomet fran scratch och man maste
inte heller ta ovanstande Maclaurinpolynom till In(1 4+ x) utan man kan lika gérna vélja
Taylorpolynomet till In z kring punkten 1 om man hellre vill det).

Med hjalp av polynomet far vi att

0.01
In 1.1 =In(1+0.1) & 0.1 = == = 0.095.

Felet i denna approximation ar (for nagot ¢ mellan 0 och 0.1)

0.13 0.001
R(0.1) = < 0.001
OD=sarpm="3 <

Svar: In1.1 ~ 0.095

6. Betrakta initialvardesproblemet

{y"<:c> +y(z) = 22 — (y(x))?
y(2) =3, y(2) =5

a. Skatta y(2.4) med hjilp av Eulers metod och steglingden 0.2.



b. Skatta y/(2.4) med hjélp av Eulers metod och stegldngden 0.2.

c. Skriv ett matlabprogram som plottar funktionsgrafen till funktionen w(x)
som definieras genom w(x) = y(z) — v/ (x) pa intervallet 2 < z < 10.

LOSNING:
a+b

Eulers metod klarar bara forsta ordningens differentialekvationer. Var differentialekva-
tion ar av andra ordningen (y”). Vi maste darfor skriva om den till ett system av forsta
ordningens differentialekvationer.

En andra ordningens differentialekvation innebéar tva stycken forsta ordningens differen-
tialekvation. Vi infér darfor tva hjélpvariabler. Vi kallar dem w1l och u2. Vi maste nu
ge uttryck for dessa forstaderivator utan att anvanda nagra derivator.

Vi satter ul = y vilket ger ul’ = v’ men skrivs som ul’ = u2.

Vi siitter u2 = 5/ vlket ger u2' =y = 22 —y? — 3/ vilket vi skriver som u2' = x? —ul? —
u2.

I vektorform blir det da

. f{ul h o u2
=g o¢ e 12— w2

Eulers metod séger att y(z + h) skall skattas med y(z) + h * f(x,y) dar f(z,y) = ¢/ (x)
(och vi har nu w i stéillet for y).

Fran z = 2 till x = 2.4 med steget 0.2 innebér 2 steg (och h = 0.2).

Startvirdena for « ar 2 dvs zp = 2. Startvardet for ul &r uly = y(2) = 3. Startvérdet
for u2 ar u2y = y'(2) = 5.

Vi far
07 \ad -l —u2o)  \22-32-5)  \~10

och nya u-vektorn
L (D 5 4
Uy =Up+ h- Uy = <5> +0.2 (_10> <3

dvs uly = 4 och u2y = 3 och 1y = g+ h = 2+ 0.2 = 2.2. I nasta steg blir da

derivatorna
a/ o u21 . 3 . 3
P72 —ul? —wu2y) — \2.22-42-3)  \-14.16



och nya u-vektorn

- L, 4 ‘ 3 . 4.6
Uy =1+ h-uy = <3> +0.2 <_14.16> - <0.168>

dvs ulg = 4.6 och u29 = 0.168 och 9o = 21 + h =2+ 0.2 = 2.2.
Alltsa skattar vi y(2.4) till 4.6 och /(2.4) till 0.168

C

I Matlab ar det ldttast att anvinda ode45 till detta. Da behdver man lagga derivata-
berdkningarna i en funktionsfil.

function uprim=dudx(x,u);
uprim = [u(2); x*x-u(1)*u(1)-u(2)];
Och da blir programmet

[xut, uut] = ode45(’dudx’,[2 10],[3 5]); % funktion, intervall & startvirden
y = uut(:,1);

yprim = uut(:,2);
W = y-yprim;

plot(xut,w)

7. Berakna, exakt eller approximativt, integralen
2T 342
sin” x
/ dx.
x x

LOSNING: Eftersom det verkar svart att hitta en primitiv funktion anvénder vi trapets-
regeln. Med stegliangd m/4 far vi:

/2”sin2de7r 0+%+1+%+0_71
. o oA\t ETE I Ty ) T

Svar: Integralens vérde ar ungefar 71/210 (= 0.338)



8. Lat f(z) = 2* + 2% + x. Hur manga nollstiillen har derivatan f’(x)? Beriikna, exakt
eller approximativt, en losning z till f/(x) = 0. Skissa kurvan y = f(x).

LOSNING: Vi ser att f &r ett polynom si f &r deriverbar 6verallt hur méanga ganger
som helst. Vi deriverar och far f/(x) = 423 +2x + 1. Fragan ir nu hur manga nollstillen
detta har. Vi deriverar igen och far f”(x) = 1222 + 2 vilket &r positivt for alla .
Eftersom f”(z) > 0 for alla x sa ar f/(z) strangt vixande och kan darfor ha hogst ett
nollstélle. Men eftersom f/(—1) = —5 och f/(0) = 1 sa foljer av satsen om mellanliggande
viarden (da f’ ar kontinuerlig) att det finns ett nollstélle till derivatan nagonstans i
intervallet mellan —1 och 0. For att approximera detta nollstélle anvander vi Newton-
Raphsons metod med start i 2o = 0. Eftersom f/(0) =1 och f”(0) = 2 far vi som forsta
approximation av nollstallet

1 1
= 0 _— = ——
= 272
For att fa battre noggrannhet gor vi en iteration till. Eftersom f/(—1/2) = —1/2 och
1"(=1/2) = 5 far vi som andra approximation av nollstéllet

Vi har alltsa att f/(z) =0 <=z =2* ~ —0.4. For < z* ar f'(x) < 0 sa f ar strangt
avtagande har. For z > z* ar f/(x) > 0 sa f ar strdngt viaxande hdr. Det foljer att
f har en lokal och global minpunkt i z = z* och det &ar latt att se att funktionsvéardet
i denna punkt &r negativt, ungefar —0.2. Vi observerar ocksa att f(0) = 0 och att
lim, 4o f(2) = 0o0. Nu kan vi skissa kurvan, se svaret nedan.

Svar: Derivatan har exakt ett nollstalle * och z* ~ —0.4. Kurvskiss:

20




9. Formulera och bevisa analysens huvudsats, som relaterar begreppen derivata och
integral. Anvéand sedan huvudsatsen for att ocksa bevisa insdattningsformeln, som sager
hur man kan berdkna integraler med hjalp av primitiva funktioner.

LOSNING: Se liroboken.



