LOSNINGSFORSLAG TILL TENTAMEN 1
SF1664

Tillampad envariabelanalys med numeriska metoder
for CFATE1 den 9 januari 2014 kl 08.00-13.00

Uppgifterna 1-3 svarar mot KS 1
1. Bestam alla reella tal v som uppfyller ekvationen sinv cosv = 0.

LOSNING: Ekvationen uppfylls om och endast om sinv = 0 eller cosv = 0, dvs om och
endast om v = n7 eller v = 7/2 4+ n7 {or nagot heltal n. Detta kan sammanfattas med
att v = nm/2 for nagot heltal n.

Svar: v = nm/2 for nagot heltal n

2. Lat p(x) = 23 — 212 + 20. DA giller att p(1) = 0, dvs = 1 #r ett nollstille till
polynomet. Uppgift: Faktorisera polynomet i forstagradsfaktorer, dvs skriv p(x) som en
produkt av forstagradspolynom.

LOSNING: Vi utfér polynomdivision och far att 2% — 21z + 20 = (z — 1)(z® + z — 20).
Vi fortsdtter genom att faktorisera andragradsfaktorn i hogerledet. Med hjalp av pg-
formeln far vi att

224+ 2—-20=0<=z=4eller z = —5.

Enligt faktorsatsen far vi nu att 22 + 2 — 20 = (z — 4)(x + 5) och alltsa

23— 212 4+20 = (z — 1)(z — 4)(x +5),

vilket ar den sokta faktoriseringen.

Svar: 2% — 21z +20 = (v — 1)(x — 4)(x + 5)



3. a. Berdkna gransvérdet
. sin2z
lim
z—0 T

b. Bestam konstanten k sa att funktionen

sin 2x

nér x #£ 0

k nar z =0

blir kontinuerlig for alla x.

LOSNING: a. Med hjilp av ett standardgransvirde far vi att

sin 2x . sin 2z
im = lim 2
x—0 €T x—0 2x

=2.

b. For « # 0 ar f(x) givet av ett elementért uttryck och darfor ar f kontinuerig for alla
x # 0, oberoende av hur k viljs. Vi undersoker kontinuiteten i x = 0. For att f ska
vara kontinuerlig har kravs att lim,_,o f(z) = f(0). Enligt uppgift a ar lim,_,o f(z) = 2
och enligt definitionen av f &r f(0) = k. For kontinuitet i origo dr det alltsa nodvandigt
och tillrackligt att k£ = 2.

Svar: a. 2. b. 2.



Uppgifterna 4-6 svarar mot KS 2

4. Derivera nedanstaende funktioner med avseende pa variabeln x (endast svar kréavs).

a. f(z)=2"
b. g(z) = €2* cos 3x

ar +b
cr+d

a. k(z) =Inv1+ 22

c. h(z)=

ad — be T

Svar: a. 2%In2. b. 2¢2* cos 3z — 3e2* sin 3x. c. (ca:—l—d)Q' g

5. a. Visa att ekvationen x2 + 3z — 1 = 0 har exakt en reell 16sning.

b. Lat o = 0 och gor en iteration av Newton-Raphsons metod for att erhalla en
approximation av losningen.

¢. Avgor om din approximation &ar storre eller mindre &n 16sningen.

LOSNING: a. Sitt f(xz) = 2 4+ 3z — 1. D& &r ekvationen i uppgiften ekvivalent med
att f(z) = 0. Vi deriverar och far f’(z) = 322 4+ 3 som existerar och #r positivt for
alla x. Det foljer att f &r strangt vixande och f(z) = 0 har darfor hégst en 16sning.
Eftersom f(0) = —1 och f(1) = 3 sa foljer av satsen om mellanliggande virden (f ar ju
kontinuerlig ) att f(x) = 0 har en l6sning mellan 0 och 1.

b. Eftersom f(0) = —1 och f/(0) = 3 far vi med Newton-Raphsons metod att

:0—7:7
X1 3 37

som Ar var approximation av 1ésningen.

c. Eftersom f”(x) = 62 som &r positiv i det aktuella intervallet sa &ar f konvex och var
approximation maste vara storre &n den korrekta 16sningen. (Man kan ocksa resonera
sa att eftersom det finns exakt en l6sning och f(0) < 0 medn f(1/3) > 0 sa maste
l6sningen ligga mellan 0 och 1/3 vilket gor att var approximation ar storre &n den
verkliga 16sningen.)

Svar: a. Se losningen. b. 1/3. c. Storre.



6. Antar funktionen f(r) = z3e™® ett storsta och ett minsta viirde? Finn storsta
respektive minsta viardet om de finns och forklara annars varfor de inte finns.

LOSNING: Eftersom limg_,_oo f(x) = —oo sa kan ett minsta vérde inte finnas. For
att undersoka ett eventuellt storsta virde gor vi teckenschema for derivatan, hittar ev
extrempunkter och skissar kurvan y = f(z). Vi observerar att definitionsméngden for
f ar alla reella tal. Vi deriverar och far f'(z) = 32%e™® — z3¢™® = 2%2¢7%(3 — z) som
existerar for alla x och ar 0 om och endast om x = 0 eller z = 3. Teckenstudium:

Om z < 0sa ar f'(x) > 0 och f ar strangt vixande.
Om 0 <z < 3sadr f/(x) >0 och f ar strangt vixande.
Om 3 < x sa ar f'(x) <0 och f ar stringt avtagande.

Vi ser att f har en terasspunkt i origo och ett lokalt och globalt max i x = 3. Vi
observerar att lim,_,,, = 0.

Slutsatsen av ovanstaende ar att f har ett storsta varde som antas i x = 3. Det storsta
virdet dr f(3) = 27/e3.

Svar: Storsta virdet dr 27/e? och minsta virde saknas.



Uppgifterna 7-9 svarar mot KS 3
e
7. a. Berdkna med hjilp av partiell integration / rlnzdr.
1
w/2 .
b. Anvand substitutionen u = sin z for att berakna / e cosz dx.
0

LOSNING: a. Vi anvéinder partiell integration och far

e e 2 1
/ xlnxdx:[(x2/2)lna:]‘f—/ T =¢ i .
1 1 2 4

b. Vi anvander substitutionen v = sinz, med cosx dr = du och nya grénser 0 resp 1,

och far
w/2 ) 1
/ esmxcosxdx:/ edu=-e—1.
0 0

2
Svar: a. %. b.e—1

8. a. Anvind trapetsregeln och steglingd 1/2 for att approximativt berdkna

3
1
/ dx
2 x—1

b. Avgor om ditt approximativa varde ar storre eller mindre &n det verkliga vardet.

LOSNING: a. Med trapetsregeln och steglingden 1/2 far vi

/3 Lo if(i 2 .\ 17

, e 1772\ \273 1) T

b. Eftersom kurvan ar konkav far vi att det approximativa vérdet ar storre &n det
verkliga vardet.

Svar: a. 17/24. b. Storre.

1
9. Berdkna integralen / V1 — xdx.
0



LOSNING: Man kan anviinda partiell integration eller variabelsubstitution om man vill.
Har anvands bara elementara omskrivningar:

1 ) . B (1—:U)5/2 (1_x)3/2 1_
/ommm—/o((x_l)\/l_er\/l_x)dw_ 52 32 0

4
15



