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Introduktion

Forra gangen:

m Tillstdndsmodell:

#(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) =zo
y(t) = Cux(t)

z(t) n x 1 vektor (tillstandsvektor)
A n X n matris
B n x 1 vektor
C 1 x n vektor

Dagens program:

m Observerbarhet
m Styrbarhet
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Exponentialfunktionen

Hur 16ser vi ekvationen pa forra sidan?

Fran vara tidigare erfarenheter med forsta ordnings

differentialekvationer vet vi att en integrerande faktor kan vara till stor
hjalp.

Vi kan generalisera detta koncept och anvinda e=47.

de
dr

= e AT [aj - Ax] = e 4By

—AT — e—AT(_A)
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Exponentialfunktionen
Sista steget pa forra sidan:

<=> /Ot % [e*ATa:] dr = /Ot e~ A7 Bu(r) dT)

-~

e~ Atz(t)—x(0)

Varur vi kan 16sa ut ett uttryck for z(¢) som

t
x(t) = eAtas(O) —I—/ eA(t_T)Bu(T) dr
0

Observera dock att e! &r en matrisfunktion!
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Exponentialfunktionen

Hur beridknar man et?

Los %6‘4’5 = AeAt, AV =T,

Serieutveckla
A?t?

el = /J_l{(sf - A)_l}
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Exponentialfunktionen

Diagonalisering
Antag att A kan diagonaliseras

A1 0
A=TDT ' D= , (egenvérden)
0 An
Da dr et = TePtT—1, dar
eMt 0
oDt —
0 etnt

Bevis via t.ex. serieutvecklingen, A¥ = TDFT—1,

Observera att eA* — 0, nir t — oo om egenviirdena till A, dvs
systemts poler, ligger i V.H.P.
Via Cayley-Hamiltons sats.
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Cayley-Hamiltons Sats

det(AM — A) = A"+ a N 4. 4 ap 1\ +ay

A" + AVt an 1A+ anl =0

Observation, om A~! existerar:

—1
Al = a—[A"*1 +a AVt an ]

med a, = det(—A)!
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Cayley-Hamiltons Sats, forts

A" = —qq AV 4+ 4 —ap 1 A+ —and
Vad blir

A" = g A"+ o+ —ap, 1A%+ —a, A
=b A" b by A+ b T

Fortsatt for p > n
AP =P At P AP
Foljaktligen

et — T4+ At + ...
= fo®I+ ...+ fu_1 (A"}

dér {fi(t)} ar linjart oberoende som funktioner av ¢.

©Bo Wahlberg (KTH) Foreldasning 8 27 oktober 2013



Exponentialfunktionen

Antag att vi har
(o o)

Vi kan d& rakna ut
1 /s 1
— -1 e —
(s — A) 2 (0 s)

Vilket sen hjilper oss bestdmma e som

{6 )

Observera att A% = (3§)(8§) =0, och att dérfor serieutvecklingen fér
N A

et ges exakt av e
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Styrbarhet och Observerbarhet

Exempel (8.13)

Antag vi har systemet

-1 0
z =10 -2 0 |z+|0]|u
0 0 -3 2

y =(2 1 0)s

Systemets 6verforingsfunktion ges da av

- o 2s+s+3) 2
GRS CEI B = o e ey e

Har vi ratt antal tillstand?
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Styrbarhet och Observerbarhet

Vi finner x; genom forsta raden i ekvationssystemet

1

£ = — = =——VU(s
Z1 T +u = 71(8) P (s)
och sedan pa samma séitt for xo och xj.
1 Tl
s+ 2
u 1 T2 Yy
—— [E}{ @
1 3
s+3

xo paverkas ej av u = Ej styrbar
T3 syns ej iy = Ej observerbar
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Styrbarhet

Definition (Styrbarhet)

Tillstandet x* ar styrbart om man kan styra fran 0 till z* med hjalp av
u (p& andlig tid).

z-rymden

*
o L

(—
via ratt u
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Test av Styrbarhet

Vi har med z(0) =0

z(t) = /O t A7) Bu(r)dr
dar
M = fot) I + ... + fu1(t) A"
Detta medfor att
z(t) = v(t) B+ (t)AB+ ...+ v,1(H) A" !B

dar

(t) = /0 fult — yu(r)dr
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Test av Styrbarhet, forts

Dvs, de z* som ar styrbara ér linjarkombinationer av vektorerna
B,AB, ..., A" 1B, dvs ligger i virderummet till
styrbarhetsmatrisen

S =[B,AB,... A" 'B]

Systemet dr styrbart om S har full rang = n, dvs om det(S) # 0
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Styrbarhet

Exempel (Test av styrbara tillstand)
Antag att vi har systemet

=Y -
()

for att kunna satta in i styrbarhetsmatrisen

S:[BAB]:<(1) é)

vars determinant, det(S) = —1 # 0, séger oss att systemet ar styrbart.

Vi berdknar produkten
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Observerbarhet

Definition (Observerbarhet)

Tillstandet z* &r icke observerbart om utsignalen ar identiskt noll da
initialvardet ar x* och insignalen identiskt noll.

z-rymden
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Test av Observerbarhet

Vi har med u(t) = 0 och z(0) = «*

() CeAt >|< y()() CAkeAt * t>0

Speciellt giller att y = 0 om

y(”_l)(O) —CcA=Dgx —

Varfor sluta vid k =n — 17
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Test av Observerbarhet, forts.

Dvs. icke-observbara tillstand z* ligger i nollrummet till
observerbarhetsmatrisen

Systemet dr obseverbart om O har full rang = n, dvs om det(Q) # 0
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Observerbarhet

Exempel (Test av observerbara tillstand)

Antag att vi har systemet

A:((l) g) c=(1 o)

Vi berdknar produkten

CA=(0 0)
for att kunna satta in i observerbarhetsmatrisen
C
CA
o0— ‘ _ 1 0
: 0 0
C An—l

vars determinant, det O = 0, sdger oss att systemet ej dr observerbart.
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Styrbarhet och Observerbarhet

Minimal: insignal-utsignalsambandet kan ej beskrivas med forre
tillstdnd = styrbart + observerbart
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Styrbarhet och Observerbarhet

Vi séger att ett system dr observerbart om alla tillstand ar
observerbara, dvs. om det O # 0.

-1 0 0
A=(0 -2 0|, C=(2 1 0
0 0 -3
2 1 0
—0=[-2 -2 0], Oz*=0
2 4 0
0
— "= 0
L3

Dvs. z3 ar ej observerbar.
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