SF1664 Tillampad envariabelanalys med numeriska metoder
Tentamen 2 den 5 juni 2013 kl 8-13
LOSNINGSFORSLAG

1. Forklara sambandet mellan derivata och integral (analysens huvudsats).

LOSNING
Se boken

2
2. Berdkna integralen / % dx pa tva olika satt:
0o 1+ (%)

A. Exakt med hjilp av substitutionen t = (z/2)>

B. Approximativt med hjalp av trapetsregeln och steglangden 2.

LOSNING

A. Med substitutionen ¢ = (x/2)? évergdr zdz i dt och grinserna éndras till 0 resp 1, s&
vi far

2 1
1
/“d:p:/ ﬁdt:arctanlzz.
0 1+ (%) o I+t 4

B. Trapetsregeln med steglingd 2 ger (om f(z) = z/(1 + (x/2)%))

1 £0) + £(2)
S PN WA A /Ay,
/01+(g)4 v 2 "

Svar: w/4. B. 1

t
3. Betrakta differentialekvationen y'(t) + y(z) = 2 med initialvillkoret y(0) = 2. Om

y(t) loser differentialekvationen och uppfyller initialvillkoret, berdkna y(1/2) pa tva
satt:

A. Exakt genom att 16sa differentialekvationen analytiskt.

B. Approximativt med hjélp av Eulers metod och steglangden 1/2.

LOSNING



A. Losningen y till diffekvationen har strukturen y = y5 + y, dér den forsta termen ar
den allmanna l6sningen till motsvarande homogena ekvation och den andra termen &r
nagon partikularlosning. Vi ser direkt att vi kan ta y, = 4. For yp,, konstatera att den
karaktéristiska ekvationen r +1/2 = 0 har 16sning r = —1/2, varfor y, = Ce™%/2. Alltsa
ar y(t) = Ce~'/? + 4 den allménna l6sningen till diffekvarionen och initialvillkoret &r
uppfyllt om och endast om vi véiljer C' = —2. Den sokta funktionen ar alltsa y(t) =
4 — 272 och y(1/2) = 4 — 2e~/* som #r svaret pa A.

B. Villkoret y(0) = 2 betyder att var l6snings funktionskurva ska ga igenom punkten
(0,2). Om diffekvationen ska vara uppylld maste kurvans lutning i denna punkt, enligt
diffekvationen y' = 2 — y/2, vara 2 — 2/2 = 1. Eulers metod med steglingd 1/2 ger nu
att

1 5
/) m241 = =2,
y(1/2) =2+ 5= 5

Svar: A. 4 —2e"Y/% B. 5/2

4. Berédkna ett narmevarde till /104 med hjéilp av andra gradens Maclaurinpolynom till
funktionen f(x) = /100 4+ z. Avgor om ditt ndrmevérde har ett fel som till beloppet ar
mindre &n 0, 001.

LOSNING

Vi ser att f(0) = 10. Vi deriverar och far f/(x) = (1/2)(100 + z)~/2 vilket betyder att
f'(0) = 1/20. Vi deriverar igen och far f(0) = (—1/4)(100 + x)~3/2 vilket betyder att
17(0) = —1/4000. Vi far att det sokta Taylorpolynomet &r

2

x x
=10+ — —
P(@) =104 55 = 5000
och att det sokta ndrmevéardet fas enligt
VIOL = f(4) ~ p(4) = 10+ — — 0 _ 10108
20 8000

For att uppskatta felet deriverar vi f ytterligare en gang och far
f"(x) = 3/8(100 + x)~%/2. Enligt Taylors formel ir nu (fér nagot tal ¢ mellan 0 och 4)
absolutbeloppet av felet

(3/8)(100 4 ¢)~%/2 . 4
4 .001.
3! = Too000 < %00

£ (4) —p(4)] =

Felet ar alltsa mindre an 0.001



Svar: /104 = 10.198 och felet i den approximationen ar mindre &n 0.001

5. Berdkna nedanstaende integraler.
A / ¢ dx
9 zlnzx
(&
B. / rlnxdx
2

LOSNING

A. Med substitutionen ¢ = Inz, dir dt motsvarar dz/x och granserna byts mot In 2 resp
1, far vi

© d Ut
/ S / = [Int],5 = —In(In2).
2 1

zlnzx n27

B. Med partiell integration far vi

e 2 € e 2
/ zlnxdr = [xlnx} —/ de:e——anQ—l—l.
9 2 9 9 2 4

Svar: A. —In(In2). B. % —2ln2+1.

6. En trad ar spand mellan punkterna 0 och 2 pa z-axeln (graderad i meter). Tradens

densitet varierar sa att densiteten i punkten z ges av o(x) = 1+ 9 gram per meter.

Berakna tradens massa.
LOSNING

Vi delar in traden i sméa bitar. P& varje sadan liten bit dr densiteten ungefar konstant.
Ett litet stycke Ax (meter) av traden vid punkten x véger ungefir (1 + "’%:) Ax gram.
Vikten av hela traden fas genom summation av bidragen fran alla de sma bitarna. Sum-
man blir en Riemannsumma som vid obegransat forfinad indelning konvergerar (eftersom
densitetsfunktionen &r kontinuerlig) mot integralen

2 2 372

T T 62
1+ —)dzx = —| ==
/0(+9)1: [CE+27]0 57

Svar: g—? gram



7. Berédkna volymen av den rotationskropp K som genereras da omradet mellan xz-axeln
och kurvan y = sin z pa intervallet 0 < x < 7 roteras

A. ett varv runt z-axeln.

B. ett varv runt y-axeln.

LOSNING

A. Vi delar in z-intervallet i sma bitar. Pa varje sadan liten bit ar sin x ungeféar konstant.
En liten bit av langd Az av intervallet vid punkten x ger upphov till en volym som &r
ungefir 7(sin?z) Az. Hela volymen fas genom summation av bidragen fran alla de
sma bitarna. Summan blir en Riemannsumma som vid obegrénsat forfinad indelning
konvergerar (eftersom 7 sin? x #r kontinuerlig) mot integralen

m ™1 —cos?2 2
/ m(sin® ) dz :71'/ SO e =T
0 0 2 2

B. Vi delar in z-intervallet i sméa bitar. Pa varje sadan liten bit ar sin 2 ungeféar konstant.
En liten bit av langd Ax av intervallet vid punkten x ger upphov till en volym som &r
ungefir 2rxsinz Az. Hela volymen fas genom summation av bidragen fran alla de
sma bitarna. Summan blir en Riemannsumma som konvergerar (eftersom 27z sina ar
kontinuerlig) mot integralen

/ 2nxsinz dr = [2rx(—cosz)|g —/ 21 (— cos ) dr = 27,
0 0

Svar: A. 72/2. B. 272

1
8. Lat f(z) = arctanz + arctan —. Bestdm virdeméngden till f.
T

LOSNING:

Definitionsméngden bestar av alla x # 0. Vi dervierar och far

1 1
“ire Tira/ep (1),

som existerar for alla x # 0. Efter forenkling ser vi att f/(z) = 0 for alla x # 0. Det
betyder att funktionen &r konstant i varje sammanhédngande del av defintionsméngden.
Dyvs:

f(x)

Pa intervallet > 0 géller att funktionen &r konstant. Eftersom f(1) = 7/2 sa maste
f(z) =m/2 for alla x > 0.



Pa intervallet z < 0 géller att funktionen &r konstant. Eftersom f(—1) = —m/2 sa maste
flx) = —7/2 for alla z < 0.

Vardeméngden till funktionen bestar alltsa av de bada talen 7/2 och —7/2.

Svar: Vardeméngden &r {—m/2, m/2}




