SF1626 Flervariabelanalys
Tentamen 28 maj 2011, 09.00 - 14.00
Svar och 16sningsforslag

DEL A

(1) Lat g(z,y) = f (u(z,y)) dir u(z,y) = 2> + 2y +y* och f : R — R ir en tva ganger
deriverbar funktion for vilken det géller att f'(3) =1 och f”(3) = 2.
Berékna @(1 1) och %(1 1).
oz dz2"

Losning: Kedjeregeln ger

29— D (F(ule,9) = Flule ) 90 = (22 + )7 (ul,9))
och
T = o () = g5 (o (o) = 20wl ) + (204 )5 ulo)
= 2f"(u(r, ) + (2 +4) 1 (e, u)) 9 = 2 (ul,9) + (22 + )"l ).

Eftersom u(1,1) = 3 och f'(3) =1 och f"(3) =2 far vi att

29(11) = @+ DS (WL 1) = 37(3) = 3
och
%(1, D) =2f"(u(1,1)) + 2+ 1)*f"(u(1,1)) = 2f'(3) + 9f"(3) = 20
. 9g . Py N
Svar: —2(1,1) =3, -5(1,1) = 20.

1/ g2
(2) Berdkna integralen / < / ¢ da:) dy.
0 2y

(Tips: Kan man kasta om integrationsordningen?)

Losning: Omradet D som bestdms av olikheterna 0 < y < 1 och 2y < z < 2
kan ocksa beskrivas med olikheterna 0 < z < 2 och 0 <y < x/2. Darfor giller att

1 2 , 2 /2 2,
/ (/ e’ dz) dy = // e’ dxdy :/ / e’ dy | dx :/ —e¥ dx
0 2y D 0 0 0 2

Integralen i hégerledet berdknas litt, t ex med substitutionen u = 22

1
Svar: 2 (e* —1).



(3)

Vektorfiltet F ges av F(x,y) = (ay?, 4zy).

Bestam talet a sa att f’Yl F-dr = fw F - dr, dir ~; ar linjesegmentet fran punk-
ten (1,0) till punkten (0,1) och 75 dr den del av enhetscirkeln som har samma
startpunkt och samma &ndpunkt som ;.

Berékna ocksa de givna kurvintegralerna for detta vérde pa a.

Losning: Om fiiltet F &r konservativt dr det oberoende av vég, och da kommer
de tva givna kurvintegralerna att vara lika. Faltet ar konservatitvt i varje enkelt
sammanhéngande omrade dér

0 0
%(4333/) = 8—yay2 = dy=2ay < a=2 (géller i hela planet)
Alltsa dr integralerna lika om (och endast om) a = 2.

Vi berékar for detta virde en potential U(x,y) till faltet:

ou
oy ~ W = Ulwy) =2ey" +9(y)
for en godtycklig deriverbar funktion g. Vidare skall gélla att
ou 0
50 = dry <— a—(21:y2 +9(y)) =4ry < ¢'(y) =0 <= g = konstant
Y )

Vi viljer denna konstant = 0 och far da U(x,y) = 2zy*. Kurvintegralernas gemen-
samma vérde ges av skillnaden i potential mellan d&nd- och startpunkt:

/F-dr:/ F-dr=U(0,1)-U(1,00=0-0=0
71 72

Svar:a:2,wa-dr:wa-dr:O.

DeL B
Lat f(x,y,2) = 2%y +y22 + 2+ L.
a) Bestdm tangentplanet till nivaytan f(x,y,z) = 0 i punkten (2,0, —1). (2 p)

b) Avgor om det finns nagon punkt pa nivaytan f(z,y,z) = 0 dér tangentplanet
ar parallellt med xy-planet. (2 p)

Losning: a) grad f(2,0,—1) dr en normalvektor till det sokta tangentplanet.
grad f(z,y,2) = 22y, 2° + 2%, 2yz + 1) = grad f(2,0,—-1) = (0,5,1)

Alltsa ges sokt tangentplan av ekvationen 0(z — 2) +5(y — 0) + (2 — (—=1) = 0, dvs
oy+z2+1=0.



3

b) Vi soker en punkt (a, b, ¢) sadan att tangentplanet &r parallellt med zy-planet.
Det ar ekvivalent med att tangentplanets normalvektor ar av formen (0,0, \). Ef-
tersom grad f(a, b, ¢) dr en normalvektor far vi de nédvéandiga villkoren

2ab =10 och a>+c=0
dér det senare medfor att a = ¢ = 0. Men i en sadan punkt skulle gélla att
fla,b,¢) = f(0,b,0) =1#0,
dvs det finns ingen sadan punkt (a, b, c) pa ytan f(z,y,z) =0
Svar: a) 5y + z+ 1 = 0 b) Det finns ingen sadan punkt.

a) Antag att K dr en kropp med variabel densitet p(z,y, z) [massenhet /volymsenhet).
Motivera varfor Ks totala massa m da ges av

m = / / /K oy, 2) dadyd:.
(1p)

b) Berdkna massan av en kropp K som begrinsas av planen z =0, x = 1, y = 0,
y=1,z=1samt 1 + x +y — 2z =0, och vars densitet ges av p(x,y, z) = 2z + 1.

3 p)

Losning: a) Kropppen K kan approximeras med (stort) antal (sma) disjunk-

ta rektanguldra block. Pa ett sadant lite block, innehallande en punkt (z;, y;, 2;),

och med sidlingder Ax;, Ay;, Az; kan vi betrakta densiteten som approximativt

kontanstant om Ax;, Ay; och Az; ér tillrdckligt sma. Detta lilla block har da massa

Am; = p(x4, Y, 2) Az Ay Az;.

Approximativ total massa fas genom summering av alla delblockens massor

m Z (i, Yiy 2i) Az Ay Az
i=1
Denna summa &r en Riemannsumma till integralen [[[. p(z,y, z) dedydz. Suc-
ccesivt finare indelningar ger béttre approxiamtioner till massan, samtidigt som
motsvarande Riemannsummor da konvergerar mot [ [ p(z,y, 2) dzdydz.
b) Kroppen K ligger 6ver enhetskvadraten 0 < x < 1,0 < y < 1 i zy-planet, och
over denna kvadrat varierar z enligt 1 < 2z <1+ x +y. Vi far

1 1 1+z+y
/// plz,y, z) dedydz = / / / 2¢ + 1dzdydx
K o Jo Ji

:/01(2x+1)/01(x+y+1—1)dydx:/01(2x+1)[xy+y2/2](1)dx

1 1
1
:/ (2x+1)(:c—|—1/2)d91::/ 2x2+2x+1/2d9€:§
0 0



Svar: b) r massenheter

(6) Berdkna flodet av vektorfiltet F = (3x,2y, z) ut ur kroppen K som definieras av

olikheterna 1 < 22 + 3% + 22 <4 och z > /22 + 2.

Losning: Vi anvinder Gauss’ sats (Divergenssatsen). Lat ® beteckna flodet ge-
nom K. Fran
div(F) =3+2+1=6,

O = ///6da:dydz
K

Lagg marke till att kroppen K bestar av de punkter i rummet som ligger mellan tva
sfirer och en konisk yta. For att berdkna integralen anvénder vi sfériska koordinater:
x = Rsinfcos¢, y = Rsinfsin ¢, 2 = Rcosf och anvinder att

drdydz = R?sin 0 dgpdfdR och far

far vi

o /4 2

@:///6dxdydz:6/d¢/d@/RQSinGdR:6-27r(1—§)~g:1477(2—\/5)
i R

Svar: 287 — 147v/2

{

DEeL C

(7) Vilka virden antar funktionen f(x,y, z) = xy+/z pa ytstycket x+y+2 =1, x > 0,

y>0,22>0.

Losning: Eftersom f &r en kontinuerlig funktionen definierad pa ett kompakt
omrade antar f ett storsta och ett minsta virde. Eftersom f ar kontinuerlig och
omradet sammanhéngande kommer f ocksa att anta alla virden mellan sitt stors-
ta och sitt minsta véarde. Storsta och minsta virde antas antingen i det inre av
ytstycket, eller pa dess rand.

Eftersom ytstyckets rand ligger i koordinatplanen dir en av variablerna dr = 0
ar f = 0 pa hela randen.

Kandidater till punkter som ger stoérsta eller minsta vérde i det inre av ytstycket
bestdmmer vi med Lagranges multiplikatormetod. Lat g(z,y,2) =z +y + z.

yvz = A

_ =2/5
Vf=AVyg Tz = A r=1y=2z v=2/
( =1 = Ty _ = 4zl — qy=2/5
9(r,y,2) = 0z rTty+z= = 1/5



Det foljer att storsta viirde &r f(2,2,1) = ﬁg = %55 och minsta véirde &r 0.
45
Svar: f antar alla virden i intervallet [0, %5—] .

(8) Lat S vara det ytstycke som ges av parameteriseringen

T = UCoSV

y=usinv , 0<u<l 0<ov<2m.

z=0
a) Beskriv ytan S med ord och en enkel figur. (1p)
b) Berikna ytintegralen [, /22 +32dS . (3 p)

Losning: a) Ytan blir en spiralformad ramp, uppbyggd av stralar parallella med
xy-planet, som vrider sig ett varv kring z-axeln fran nivan z = 0 till nivan z = 2.
Se exempel 9 sid 309 och 310 i i Persson-Bojers: Flervariabelanalys, dér halva denna
yta finns illustrerad.

b) Ortsvektorn for en punkt pa ytan ges av

r = (ucosv,usinv,v).
Darfor &r
r, = (cosv,sinv,0) och  r) = (—usinv,ucosv,1) = 1, xr, = (sinv, —cosv,u).

Ytelementet dS = ||r}, x ! ||dudv = v/1 4+ u? dudv. Vi observerar ocksa att integran-
den /22 + y2 = Vu2cos?v + u2sin’v = |u| = u , dir den sista likheten foljer av
att w > 0. Alltsa far vi

1
2
// Vat+y?dS = // uvl—l—uzdudv:%r/ uv1+u?du = —W(Q\/ﬁ— 1)
S 0<u<1,0<v<L27 0 3

(9) Lat f:R?* - R.
a) Definiera vad det betyder att f &r kontinuerlig i punkten (0, 0). (1p)
b) Lat f vara given av

[ S a4 (a,y) # (0,0)
f(a:,y)—{ k, * da (z,y) = (0,0).

Bestam konstanten k sa att f blir kontinuerlig i origo. (3 p)



Losning: a) Funktionen f &r kontinuerlig i (0,0) om och endast om gréinsvérdet
lim 40,0 f(,y) existerar och

lim  f(z.y) = £(0,0).

(z,y)—(0,0)

b)

2., .2 _ 3.3 I 3 qin3
lim f(z,y) = lim Ay oy T (r° cos® @) (r? sin” ¢)
(x,y)—»(0,0) (x,y)—»(0,0) :U2 + y2 r—0 7”2

= lim(1 — rB(¢)) =1
Hér har vi butt till poliira koordinater, och sedan uttnyttjat att B(¢) = cos® ¢ sin® ¢

ar en begriansad funktion —1 < B < 1. Alltsa ska vi vélja k = 1 for att f ska vara
kontinuerlig i (0, 0).

Svar: b) k=1.




