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DEL A

1. En svingningsrorelse beskrivs av
2
u(x, 1) = Acos(—zx -2 f1)

ddr amplituden A, vaglingden A och frekvensen f #r givna konstanter. Visa att u(x, )
uppfyller vagekvationen

u 1 ’u
x> 2 or?
med ett ldmpligt val av konstanten c. (4 p)
Losning. Vi har att
ou 2rA 2rx
= =Tl sin( =X ~2as1),
x4 n( PR
0’u 27 \? 2wx
pye = —<7> Acos(T —27rft>,
0 2
a_L; —2fA sin(%x - 27rft>,
0? 2
a—t;’ = —Qxf)A cos(? _ 27rft>,

och ser att

27m\2
0’u (7) 0’u 1 0%

ox2  Qrf)2 o2 (Af)? ot
Alltsa loser u vagekvationen med ¢ = Af. O
Svar: ¢ = Af
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2. Bestdm de stationédra punkterna till funktionen
8

f(x,y)=z+——y
y X

och avgor deras karaktér. “4p)
Losning. De stationdra punkterna fas genom att sétta partialderivatorna av f lika med noll,

1 8
fi==-==0, (1)

y x?

fl===-1=0 )

72
Ekvation (1) ger att y = x?/8 som insatt i (2) ger att x> = —64, vilket medfor att x = —4
och y = (—4)?/8 = 2. Det finns alltsi en stationir punkt (—4, 2).

Andraderivatorna av f &r

1" 16 " 1 1" 2x
fxx:;’ fxy:_ﬁx fyy:_;

och i punkten (—4, 2) har de véardena
fo(=42)=~1 [fL(-42)=-; [ (-42)=-L
Det betyder att Taylorutvecklingen av ordning 2 av f i punkten (—4, 2) ar
f(=4+h2+k)=f(-42)+ fi(=4.2)h+ [ (-4, 2)k
+ 2(fr (=4, 2R + 211, (=4, D hk + f},(—4,2)k) + restterm
=-2- %hz - %hk — %kz + restterm

= -2 é h? + 2hk + 4k2] + restterm.

Kvadratkompletterar vi den kvadratiska formen far vi

= -2 % (h+k)* + 3k2] + restterm.

Eftersom den kvadratiska formen 4r negativt definit dr punkten (—4,2) ett lokalt maxi-
mum. .

Svar: Lokalt maximum i (—4,2)
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3. Betrakta vektorfiltet F i R® som ges av F = (yz, xz, xy) och kurvintegralen

JF-dr.
Y

a) Lat y vara den kurva som ges av (x, y, z) = (cost,sint,t) da ¢ 16per fran O till z /4.
Berikna integralen genom att anvinda kurvans parametrisering. 2p)

b) Visa att fédltet F &r konservativt och bestdm en potentialfunktion till . Berdkna nu

integralen med hjilp av potentialen. 2p

Losning. Se seminarieuppgifterna. U
Svar: —
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DEL B

4. a) Bestim alla reella tal a och b sa att vektorfiltet F = (xy", (1 + bx?) y2) blir konser-

vativt i R%. Q2p)
b) Berikna, for dessa viarden pa a och b, kurvintegralen
J F -dr,
c
dir C idr en kurva fran (0, 0) till (1, 2). 2p)
Losning.

a) Eftersom F ir definierat pa hela R* som ir enkelt ssmmanhingande ir ett nodvindigt
och tillrickligt villkor att F ska vara konservativt i R? att

0 0
e 1 b 25\.,2 - a )
a5 (1 0xy7) = - ()
dvs.
2bxy? = axy®!
for alla x och y. Detta dr uppfylltom a =3 och b = %
b) Vi soker en potential ¢ som uppfyller grad ¢ = F. Detta ger att
dg 3 09 3.2v.2
— = , —=(1+53 .
x Y gy (1+35x%)y
Frén den forsta identiteten far vi att ¢(x, y) = 1x?y* + g(y) och detta insatt i den
andra identiteten ger att
do
dy
Identifierar vi med det tidigare uttrycket for dg/dy ser vi att g'(y) = y? varfor g(y) =
% y* + C. Viljer vi konstanten C lika med 0 fér vi potentialen

=3x*y* + g (y).

P(x,y) = 17y + 17

Kurvintegralen blir nu

J F-dr=¢(1,2) - 9(0,0) = 2.
C

Svar:
a) a=3ochb=2
20
b) 5
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5. Bestdm det storsta och minsta virde som funktionen f(x,y) = xy antar pa ellipsskivan
x>+ xy+y*<3. 4p)
Losning. Sitt g(x,y) = x*> + xy + y>. Da ges ellipsskivan av g(x, y) < 3 och dess rand
(en ellips) av g(x, y) = 3.

Funktionen f &r ett polynom och &r dirfor en kontinuerlig funktion. Ellipsskivan &r en be-
griansad méngd som innehaller sin rand (punkter pa ellipsen g(x, y) = 3 uppfyller g(x, y) <
3) och dr saledes en kompakt méngd. Dessa saker tillsammans innebér att f garanterat an-
tar ett storsta och minsta virde pa ellipsskivan.

Eftersom funktionen f &dr en kontinuerligt deriverbar funktion kan den bara anta sitt storsta
och minsta virde 1 foljande typer av punkter:
1. inre stationidra punkter, dvs. punkter dir Vf = (0, 0),

2. randpunkter didr Lagrangevillkoret dr uppfyllt, dvs. randpunkter diar Vf dr parallell
med Vg,

3. singulédra randpunkter, dvs. randpunkter diar Vg = (0, 0).

Vi tar dirfor fram de punkter som uppfyller nagot av dessa tre villkor.
1. Gradienten av f ar
Vf = fy))=0.x%
och sitter vi den lika med nollvektorn (0, 0) far vi direkt att x = y = 0.
Det finns alltsa en inre stationidr punkt (0, 0) som ocksa ligger inuti ellipsskivan ef-
tersom g(0,0) = 0 < 3.

2. Lagrangevillkoret att Vf(y, x) &r parallell med Vg = (2x + y, x + 2y) innebir att Vf
och Vg dr linjért beroende och dirfor maste determinanten

y X

— 92 942 _
2x+y x+2y =2y° —2x 2(y — x)(y + x)

vara lika med noll. Detta ger oss tva fall:

e x = y: Randvillkoret g(x,y) = 3 ger oss di ekvationen 3x*> = 3 som har
16sningarna x = 1. Vi har alltsa tva punkter (—1, —1) och (1, 1).

e x = —y: D4 ger randvillkoret g(x, y) = 3 oss att x> = 3 som har losningarna
x = £v/3. Vi har diirmed de tvd punkterna (—+v/3, ¥3) och (v/3, =+/3).

3. I singulédra punkter &r
Vg=02x+y,x+2y) =(0,0).
Detta ger oss det linjira ekvationssystemet

2x+ y =0,
x+2y=0,

som har 16sningen x = y = 0. Punkten (0, 0) &r dock inte en randpunkt ty g(0, 0) # 3.
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Det finns alltsa fem punkter

0,0, (=1,=1), (=V3,v3)., (V3,=V3) och (1,1)
dir storsta och minsta virde for f kan antas. Eftersom
f0,00=0, f(-1,=)=1, f(=V3,V3)=-3,
F(V3,=V3)==3 och f(1,1)=1

ser vi att pa ellipsskivan antar f det storsta virdet 1 i punkterna (=1, —1) och (1, 1), och
det minsta minsta virdet —3 i punkterna (—+v/3, v3) och (v/3, —=v/3). O

Svar: Storsta virde dr 1 och minsta virde dr —3.
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JJ xydxdy
D

dir D ir det omrade som begrinsas av parabeln x = 2 — y? och den rita linjen x = y.
(4p)

Losning. Parabeln x = 2 — y? har x-axeln som symmetriaxel och den punkt med storst
x-koordinat #r (2,0). Tillsammans med den rita linjen x = y avgrinsas ett omrade D
enligt figuren.

6. Berikna

Skirningspunkterna mellan parabeln och den rita linjen dr punkter som ligger pa bada
kurvorna och uppfyller dérfor bada kurvornas ekvationer,

x=y, (D
x=2- yz. (2)

Ekvation (1) insatt i (2) ger en ekvation endasti y,
y=2-y & y +y—-2=0.

Denna andragradsekvation har l6sningarna y = —2 och y = 1. Skdrningspunkterna &r
alltsa (=2, —2) och (1, 1).

I y-led har omradet D utstrickningen —2 < y < 1 och i x-led begrinsas D underifran av
kurvan x = y och ovanifrin x = 2 — y?. Omradet D kan dirmed beskrivas som
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Dubbelintegralen kan nu beridknas som en itererad integral,

1 2-y?
J'J xydxdy = [ (J Xy dx) dy
D -2

y
2

B T
= vy [gx ] dy
-2 xX=y

1 1
= EJ y(2=y)*=y*)dy
-2

1 1
= EJ (4y = 5y° +y°) dy
-2

1
1{n2_ 5.4, 1.6
E[Zy—zy+gy]2

(2—§+g—(8—20+%))

[o=] N=R ST o

Svar:

oo \o
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DEL C

7. Berikna flodet av F = (0,0, y* 4+ x2) genom halvsfiren x>+’ +72=4,7>0,iden
riktning som har positiv z-komponent. “4p)

Losning. Lat S vara halvsfiren och S’ vara cirkelskivan i x,y-planet med medelpunkt i
origo och radie 2. D4 bildar .S och S tillsammans en sluten yta som innesluter ett halv-
klot K.

Om dS ir det utatriktade vektoriella ytelementet sa ger Gauss sats att

JJ F~dS=JJJ div F dx dy dz
S+S K
JJ F-dS=JJF~dS+JJ F-dS
S+58' s Y
JJ F-a'Sz”T diVFa’xdydz—JJ F-ds. (%)
s K '

Vi ska berikna det sokta flodet i vinsterledet genom att berikna de tva integralerna i
hogerledet.

och eftersom

sa ar alltsa

Divergensen av F ges av

0 0 0
divF=—0+—0+— ()° =
iv I + R + 3z (y"+xz)=x

och trippelintegralen 1 () blir ddirmed

[ o

Denna integral har virdet O eftersom integranden x &dr en udda funktion 1 x-led och krop-
pen K idr spegelsymmetrisk i x-led kring planet x = 0.

Pa ytstycket S’ ges det utatpekande vektoriella ytelementet d.S av

dS = (0,0, —1)dx dy
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och didrmed dr

JJ F-dS:JJ (0,0, > +x-0)-(0,0,—1)dxdy
s Y

= —JJ vy dx dy
S/

=— JJ y*dx dy
x2+y2<4

= { Polédra koordinater }

r27 2
=— (J (rsin9)2rdr> do
Jo Mo
r27 2

=—| sin® dHJ rdr

Jo 0

r2m 2r

1- 20
= — s do J rdr
JOo 2 0

2z 2
=—[§9—§sin29]0 : [ir“]
= —4r.

Svaret blir alltsa
JJ F-dS =0-(—4rn) =4nr.
S

Svar: 4r
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8. Betrakta integralen

dx dy
/] )
pXxty
dir D ér en triangel med hornpunkter i (0, 0), (2,2) och (1, 3).
a) Forklara varfor () maste betraktas som en generaliserad integral. (1p)
b) Infor ett linjért variabelbyte sa att tva av kanterna till D blir parallella med de nya
koordinataxlarna. 1p)
¢) Visa att integralen dr konvergent genom att berikna den med variabelbytet i delupp-
gift b. 2p)
Losning.

a) Integranden har en singularitet i (0, 0).
b) Vi ritar forst upp triangeln D (se figur nedan). Kantlinjerna kan skrivas som
y=x, y=3x och y=4-x.

Omradet D kan didrmed beskrivas som

y 2> x, x—-y<0,
y < 3x, o 3x—y >0,
y<4-—x, x+y<4.

Vi infor dirfor de nya variablerna
{u=x+y, x=%(u+v),
< 1
V=X-), y=s5—-v).
c) I dessa nya variabler &r 3x — y = 3 - 1(u + v) — 1(u — v) = u + 2v och omrédet D

beskrivs som
u<4, v<0 och u+2v>0.

Y (1,3) v

(2.2) T : |-y

» X

(0,; 0)

Omradet D i xy-planet Omradet D i uv-planet
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Vi har att

N[ —

der( 52 -

och beriknar integralen genom att ga ver i de nya variablerna u och v,
JJ dx dy JJ 1 o(x,y)
= - det(
pX+Yy pU o(u,v)
1 du dv

- 2 0<u<4 u
—u/2<v<0

4 /00
d
(L)%
Jo \J-uy2 u
o4
2
“2
Jo U

4

= =
ST ST B

>| dudv

N =

| =

—_ e

Eftersom integranden dr positiv i D &r integralen i x, y konvergent samtidigt som
integralen uttryckt i u, v och dess itererade varianter 4r det. Ovanstaende utrikning
visar didrmed att integralen 1 uppgiftstexten dr konvergent och har virdet 1.

O

Svar:
a) Se losningen.
b) Tex.u=x+y,v=x—y.
¢) Se losningen. Integralens virde ar 1.
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9. En funktion f ségs uppfylla det starka Kuhn-Tucker villkoret 1 hornpunkten (1, 1) till
kvadraten D = {(x,y): —1<x<1,-1<y<1}om
1, Hn<C (%)
didr C < 0 och for alla riktningar v som utifran punkten (1, 1) pekar in i omradet D.

a) Visa att f(x,y) = x*y + y uppfyller det starka Kuhn-Tucker villkoret () i horn-
punkten (1, 1). (2 p)

b) Anviind Taylors formel av ordning 1 for att visa en C? funktion f som uppfyller det
starka Kuhn-Tucker villkoret () har en lokal maximipunkt i hornpunkten (1, 1).

2p)
Losning.

a) I hornpunkten (1, 1) &r

VAL = (2xy. x> +1) |
=(2,2)

och de riktningar v som pekar in i omradet D
ges av > X

v=(h k), dirh<Oochk<O.
Funktionen f &r differentierbar och ddrmed &r
A, 1) =Vf(,1)-v

=(2.2) - (h k) Nir 4 < 0 och k < 0 pekar
=2(h+k). v = (h, k) in i omradet D.

(1, 1)

x=y=1

For att undersoka om denna riktningsderivata
ar strikt negativ for de tillatna riktningarna
(h, k) 16ser vi optimeringsproblemet

max 2(h+ k)
nar > + k> =1och h k <O.

k

Ekvationen h* + k? = 1 ger enhetscirkeln
1 h, k-planet och olikheterna 4 < 0 och

k < 0 begrinsar de tillatna (A, k) till den
del av enhetscirkeln som finns i tredje
kvadranten.

Kvartscirkeln kan vi parametrisera som

(h, k) = (cost, sint) dir 7 <t<3x/2
och malfunktionen uttryckt i ¢ blir
2(h+ k) = 2(cost + sint).



b)
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For att bestimma maximum av detta uttryck sétter vi derivatan lika med noll,

d
o 2(cost +sint) = 2(—sint + cost) = 0,

vilket ger att t = 57 /4 och da dr 2(h + k) = 2(=1/v2 = 1/vV2) = —4/+/2.
Maximum kan ocksa antas i &ndpunkterna t = z och t = 3z /2. I dessa punkter dr

t=rx: 2(h+k)=2(coszr+sinﬂ)=—2,

t=3x/2: 2(h+k)=2(cos(3x/2) + sin(3r/2)) = 2.
Eftersom —4 /42 < —2 s dr maximum alltsi —2 och detta visar att f uppfyller det
starka Kuhn-Tucker villkoret (x) med C = —2.
Enligt Taylors formel dr

fA+h14k)=fA,D+VFA, 1) - (h k) + (h*+k*)B(h, k),

dir B(h, k) ar en begriansad funktion i en omgivning av (4, k) = (0, 0). Denna formel
kan skrivas som

fA+hl1+k)—f(1,1) — VL) - (h, k) +\/mB(h,k)
= f,(1,1)+ Vh> + k> B(h, k),
dér v dr enhetsvektorn som pekar i riktningen (4, k).
Eftersom f)(1,1) < C < 0 for riktningen v som pekar fran (1, 1) till (1 + A, 1 + k)
som tillhor D och termen \/A2 + k2B(h, k) — O nér (h, k) — (0, 0) s4 dr
SAA+hl+k)—f(1,1)

i den omgivning av (1, 1) inuti D dér [\/h? + k2B(h, k)| < e och € < |C|, dvs. f har
en lokal maximipunkti (1, 1).

<C+e<0 = f(+hl+k)<f(,1)

g

Svar: —




