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7.2 - Vigg med isolering (1D)
12

L,=2cm
L,=5cm

20°C

En vdgg befinner sig i flédesjimvikt (steady state) en vinterdag. Védggen bestdr av 2 cm “yttermaterial” och 5 cm isolering.

Givet: k =0.2W/ ]k =0.08[W/ |

h= O.l[v%mzKJ pa ytan som kyls av den kalla luften

Sokt: Temperaturprofil genom vaggen och varmeférlusten per area nar systemet ar i steady state.

Lésning:

Strukturen modelleras med tva element:

1 2 3

o e o
L, L,

—2x

FEM-ekvationen for varmetransport blir K. T, =F,. | det har fallet (1D) géller:

h,A 0O 0 O
K, =[BTk ABdx+ [NThPNdx +| " + (1)
I I, L 0 0] [0 h,A]
Ky Ky Kn Kz
(vérmeledning) ~ (konvektion lings element)  (konvektion nod 1) (konvektion nod 2)

K...K,, tas med fér respektive randnod om virmet fors bort via konvektion (luftfléde) istéllet fér konduktion (ledning).

Notera att det mycket vdl kan vara, och oftast faktiskt dr, olika h vid olika rdnder eftersom h beror pd temperatur, fluidens
viskositet, geometri, etc.

h,AT 0 0
F, = [N"gAdx + [NTh,PT, dx+| ™ " | eller N eller (2)
. . Y 0] |h,AT, Q|
vérmegeneration konvektionsvarme Fri Fra
Fb Fs

F, sdtts med sunt férnuft. Sitt h AT om vidrmet transporteras 6ver randen via konvektion, Q, om via konduktion, det ér

antingen eller, inte bada. Notera tecknen fér randvillkoret fér vérmeledning!

Kuriosa: Virmetransporten via stralning har férsummats, vilket dr helt ok. Om det lyser det rétt eller om det ér varmare ska
strdiningsbidraget definitivt tas med! T ex kyls glédtraden i glodlampor ndstan uteslutande genom strdining.

Kuriosa: F6r mdnga fluider dr virmetransporten via virmeledning férsumbar i jimférelse med konvektionsbidraget. Det kan
bero pa att fluiden dr sa Iéttflytande att mekanisk blandning transporterar virmen mycket snabbare dn virmeledning. Om
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fluiden ddremot dr trégflytande, har svdrt att strémma fritt (luften i en dunjacka), eller har en férhéllandevis hég
vdrmeledningsférmdga (metallsmdltor), dr ledning viktig for virmetransporten. Matematiskt sett éir det inte markant
skillnad. Man mdter bara virmedvergdngstalet, h, och dunkar in det i berékningarna som vanligt.

Randvillkor:
T Q, =hAT,
T=| T, =F = 0
20[°C] Q, =0Qx

Nod 3 hdlls pG konstant temperatur, vilket tolkas som att man leder in precis sG mycket virme som noden kyls, dvs ett
“reaktionsfléde”. Jimfor T, last = Q =Q; < D, Idst = F =R..

Element 1:
X X
N=[N1 Nz] N1:1—§=1—E szg“:z
dN 1 dN 1
B=[6, B] B = =T g, -z _ L
X L dx L

1 -1
K =jBTkAde=kAj|3T|3o|x=M
vl | 1 1 | I—1 _1 1

Formelblad

A dr arean av den bit av vdggen vi modellerar.

Vi modellerar en del av en stor vagg, sa i sidled (y- eller z-led), finns bara mer vagg. Det finns alltsa
ingen konvektiv kylning at sidan.
K,=0

Nod 1 star i kontakt med den kalla vinterluften = konvektion pa rand. Ingen konvektion pa nod 2.
k k,

hA 0
I<r1: 'Krz :0
0 0

1
—+
1 -1 00 hA 0 0 0
(1)=> Kelzkl—A + + + =A L L
L|-1 1/]|oo0] |0 o] 00O k,  k
vl I‘(k Krl Kr2 L1 Ll

K

Vaggen ar (forhoppningsvis) inte radioaktiv, och plasticeras inte, sa ingen varme genereras i
materialet.

q=0= [N'gAdx=0 (3)
IE

Tidigare konstaterade vi att vi inte vi inte har konvektiv kylning i y- eller z-led.
K, zochThsPdeX:Oedessa tva hor alltid ihop (4)
IE

Notera att h,, inte dr detsamma som den givna h ! Varje yta har ett eget h, som kan bero pd mdanga parametrar.
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Fran randvillkoren vet vi att nod 1 kyls via konvektion, och nod 2 leder bort viarme.

hAT, 0 hAT,,
RQ=F, =B, +E45 +F,+F, = + =
’ Y 0 _Qz _Qz

Element 2:

Mycket dr likt i element 1 och 2.

1 -1

I‘(VIZI(Z_A|: :|

L |-1 1
K,=0

Ingen konvektion pad varken nod 1 eller2 =K, =K, =0

ko _k
1 -1 0 0 0 0 00 L L
1=K, =2 o ol*lo o*lo ol & K
L, -1 1 0 0 0 0 00 K, K,
| S S W S —"— A — - -
Ky Ky r1 Kr2 L2 L2
0
weonen [SHAHS
O _QR _QR
Assemblera:
ﬁ+h & 0
L L
A I 'S
L L L L,
o ko k
L L, L, i
hAT hT,
=>F= _Qz +[Q2}:A 0
_QR _QR/A
ﬁ+h _k 0 _hT _
L 3 . :
1
KT=F< A _ﬁ ﬁ+% —% T, =Al 0 |& (5)
L1 Ll 2 2 20[00]
ok k .
B L, L, i L AL

Obs! Notera att T, = 20[°C] # 0, man far inte stryka rader och kolonner som vi tidigare gjort. Detta dtgédrdas dock Idtt med

en snabb omskrivning. Det hér skulle motsvara en féreskriven férskjutning i héllf.-FEM.
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k11T1 + k12T2 + k13T3 = Fl k11T1 + klZTZ + k13 0= I:1 - k13T3
S KT+ K, T, + KT, =F, & 1k, T + K, T, + Ky - 0=F, =k, T, <
F Koy Ty +Kap T, + KTy = Koy Ty + Ky Ty +Kag -0 = — kg Ty

A
it
I
1
l\:-n »—\-I-I

Tl I:1 k13
= K T2 = F2 - k23 'T3:>
0 FS k33
L T || o
L L T ”
1
T T 0 I .Y .20[°C] (6)
L L, 2 2 0 2
0 ko Kk )k
i L, L L A L L]

Nu kan man ta fram sitt reducerade ekvationssystem precis som vanligt.

Em _E T . T 2.58
1 1 -1 e
= k :K F ~ OC 7
I R S S e ”
—_— — 4 = L2
L oL L 2 o
Kred rEd
—2.58
= T=[-0.161|[°C] (8)
20

Temperatur varierar linjart mellan noderna (linjara element). Den exakta l6sningen blir faktiskt ocksa
styckvis linjar.

G- Kyl %k

AL o L2(T3—T2)z—o.242[w/cm] (9)

Varmeforlusten ar det “reaktionsvarme” som maste pumpas in i vaggen for att halla 20 °C. Det
negativa tecknet betyder att varmeflodet ar i negativ x-riktning.
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Sahar kan temperaturprofiler se ut i verkligheten vid steady state. Om man antar att
varmeledningsformagan ar oberoende av temperatur sa varierar temperaturen linjart i solider, eller
styckvis linjart om det ar flera lager, som i den har uppgiften.

! ; 1 T (°C)
i i i 'y
To : i 1
Tl.l """"""" : ,: :‘ i ______
' ' ‘g Flnid i rérelze Fast kropp
! N . u
Tg i promrmmmmmmmes L n =t P
E i .'\ L T Tﬂ.u.id
i 1 ol -
i i .
y i ST Prmm e r o
% ! ! ! ,I Konvektion Konduktion
1 (] i
0 L

Bilderna dr snodda fragn Ragnhild Aunes féreldsningsanteckningar i kursen “Transportfenomen”.
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7.3 - Varme + Elasticitet

T, = 20°C
: b
Konvektion
C
B P,
’ *—>
2L
- L »L J
FEM-lésning: 4 linjdra element Foreskrivna virden:
Tl T2 .773 T4 TS x:xA: T=200C
'__el__te2+ e3 o ed ® x=xg: T=100°C
- - - - [ X = xc Q:ﬁkAa,_Txo
Dy D, D Dy Dy ox
(a) Temperaturfordelningen, dela upp i tva analyser eftersom T3 ar foreskriven.
o o — 9 o— — = — 9
Ty T, T3 T3 Ty Ts

Givet: T, =20[°C]T, =20[°C],T, =100[°C]
P, =2[kN]

0
k= 3'9[\/\%mK}

a=1810°[K™]
E =125[GPal]
L =10[cm]
b=1[cm]
Sokt: a) Temperaturprofil vid steady state.
b) Forskjutningar och spanningar.

Losning:

a) Temperaturprofil
Vi borjar med vansterdelen, element 1 och 2. Bada elementen har samma geometri och
varmeledningsférmaga.

1 - 211 1
:>KVI1=I<VI2:k_A :kb (1)
' 2L -1 1] L2111
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Bada elementen kyls med konvektion fran sidorna med samma varmedvergangstal.

2hbl,[2 17 hbL[2 1
K., =K,,=[NThPNdx = h(4b) [ N"Ndx = —= - 2
= k= P ,I (P)£ 3 L 2} 3 L 2} 2)
Formelblad
1
T L i T 1

=F,,=F,, = [NThPT dx= dx=—d¢ =2hbLT, [N"d& =hbLT, L|ZFo=hbLT, |2 (3)

I, 0 1

Randnoderna leder bort sitt varme. Noder 1 och 3 har last temperatur = reaktionsflode.

Qs Qs
FF,l = _QZ ’Fr,z =|: Qz i|:> F = 0
_QRS QR3

Dags att slanga ihop delbidragen till elementmatriser och assemblera:

1 -1 0 210

21 - 2 1 :
K, =K, =2 4ok Sk= g o ey g
2.1 1] 3|1 2 2 0 5 3y s

08 075 0 W
=>K~=|-075 17 -0.75 [—}
0 075 0.85

1 QRl 2 QRl
F=F,+F =hbLT_[2|+| O [=|4|W]+| O

1 QR3 2 QR3

T, =20[°C]
T=| T,
T, =100[°C]

085 -075 0 207 [2] [Qu
KT=F<|-075 17 —075| T, [=|4|+] 0 (4)
0 -075 085([100| 2] |Qg

Alternativ 1 — Vill man géra det allmént kan man skriva om som i férra uppgiften och far da

085 -075 0 |[0] [2] [Q.| [0.85 0
(4)=|-0.75 169 -0.75|T,|=|4|+| 0 |-|-0.75|-20—|-0.75|-100,
0 -075 085 0] |2] | Qg 0 0.85

och hdrifrdn kan man reducera sitt ekvationssystem som vanligt.

Alternativ 2 — Man kollar pa rad 2 direkt:
(4)= —0.75.20+1.60-T, ~0.75.100 =4+ 0 = T, = 207> iOG“; 075100 _ 55 6oc]
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Utan avrundningen i styvhetsmatrisen hade det blivit = 55,276 °C, sa vi anvander det i framtida
berakningar som involverar pd T,. =T, =55.276[°C] (5)

For hogerdelen &r elementmatriserna i princip identiska som de vi just rdknade ut, men |, =L nu.

ko2[1 -1] 2nbL[2 1 T T T

K, =K, =— L K= 2 1]+ 4 1
Ll-1 1 3 |1 2

0 -1 1 01 2

052 -0.32 0 W
=>K=|-032 105 -0.32 [E}
0 032 0.52

Nod 5 &risolerad = Q, =0. Det har kan jamféras med fri nod i strukturanalys, D, fri=R, =0.

2 QRS 4 QRS
F=F, +F =hbLT, 4|+ 0 |=|8(W]+| O
2] | Q 4 0

T, =100[°C]]
T= T

4

T

Reducera systemet fran KT=F =
1.05 -0.32][T, 8 -0.32 . T, 50.543

= = |- -100 < {utan avrundning} < | _* |= [°C] (6)
-0.32 052 ||T; 4 0 T 38.870

120 T T T T T

100

80

60

Temp [°C]

40

20¢

x [cm]
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b) Forskjutningar och Spanningar
Randvillkoren ger oss:

0 R, 0 0
D, 0 0 0
D=|D, |=F =| 0 [,F =P |=|2000 [N] (7)
D, 0 0 0
| 0] | Rs | 10 | 0 |
Berdkna styvhetsmatrisen:
K, =K, = Eb? { 1 _1}&3 K, - Eb’ { 1 —1}
L/2|-1 1 L -1 1
(2 =2 0 0 0]
-2 4 -2 0 O 4 -2 0
Eb? Eb®
=>K= 2 0 -2 3 -1 0 |=K = 1 -2 3 -1 (8)
0O 0 -1 2 -1 0 -1 2
10 0 0 -1 1]

Lagg pa termisk last (antag att stangen var 20 °C nar den spandes fast, T, = 20[°C] ):

Fran Jonas OH:

-1
1
BT

- Ebzaj;[(Tl “To)+E(-T, 4T, )]dg[ﬂ = Ebzo{(Tl ~T,)é+

=Eb20{(T )+ LT, Ll}

FT’i:J.BTEAa(T —To)dx:Ebzajli[ } (1-&)T,+£T, T, |l dE=

T(x)=NT

>k = Eb’a (T 1o { }:
To—T +T, _I_O_T1+T2
2 2
T +T, T 4T, _T2 +T, T,-T, [-3968.5]
2 ~9000.0
S F =Eba| et g 7 Bt | pprg| o o) 5304 ([N (9)
2 2 2 6877.1
T,+T, T, +T, T,-T, '
T tTo - > | 5559.0 |
T, +T, T,+T
4 5 _To 4 _TO
L 2 | 2
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_Rl_ [—3968.5 |
0 -9000.0 —-9000.0
(7)A(9)=F=| 0 |+| 25324 [N]:> F..=| 25324 [N]
0 6877.1 6877.1
| R | | 5559.0 |

Los det reducerade systemet:
1

D] | [4 20 ~[-9000.0] [-14.0074
=| Dy |=57| 2 3 1) | 25324 |=| 78453 -107°[m]
D, 0 -1 2| | 68771 | 314310

Forskjutning [ um]

r r r r
0 5 10 15 20 25 30
x [cm]

Notera hur materialet ndra nod 3 expanderar av virmen. Resultatet blir att nod 2 och nod 4 flyttar sig bort frén nod 3.

Berdkna spanningar

Rickard Shen
rshen@kth.se

(10)

(11)

Har far man halla koll pa att forskjutningen bestar av bade elastisk och termisk tojning. Det &r bara
den elastiska t6jningen som ar kopplat mekaniska spanningar, sa all téjning som orsakats av termisk

utvidgning maste dras bort innan Hookes lag kan anvédndas.

o; = E(gi _5T,i): E<Bde,i _C‘A_Ti): E(@“ZA_TJ,

e

T +T,

dérA_Tiz

=0, = E{Dz —Dy —a(Tl;Tz —Toﬂ

—T, ar elementets genomsnittliga temperaturékning.

e

Satt in nodforskjutningar och nodtemperaturer for respektive element. =

Kolla enheterna ndr ni sétter in Idngderna, Idtt att raka sdtta in saker i cm.
0,=0,= —74,9[MPa]
0,=0,= —94,9[MPa]

Det hdr var mina sista vningsanteckningar. Hoppas ni haft hjdlp av dem, och lycka till pG tentan.
//Rickard Shen

10

(12)
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Bilaga - Formler i varmetransport 1D

N:[N1 Nz]:[l_éZ f]
:Z_I)\(I:[Bl Bz]:%[_l 1]

e

T(&)=NT=[1-¢ g]Ej

B

”Styvhetsmatris”
Kei = Kvl + Kk + Krl + KrZ
K, =[BTk ABdx

Ie

K, = [ N"h, PNdx

e

h,A 0
K, :{ r(l) 0} om konvektion vid randnod 1

0 0
K, = om konvektion vid randnod 2
0 h,A

”Lastvektor”
F.=FK+F, +F,

om det genereras varme i materialet: jNTqux

|
F = ’
" | konvektion ut fran sidan: jNT h, PT,_ dx
l,

"h,,AT
F,= " m} eller {Ql}
0 0
0 0
F,= eller
hirZAToo _QZ

11

Rickard Shen
rshen@kth.se
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