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6.2 - Transitionselement

n
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Den hdr typen av element anvdéinds for férbinda ett linjért och ett kvadratiskt element.

Givet: N,=1-£(3-2(&+7))-n=1-35+25"+25n-1
N, =&(2(&+n)-1)=—E+28+28n
N, =7
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Sokt: Bestam formfunktionen fér nod 4. Visa att den uppfyller kraven for en formfunktion.

Lésning:
Krav for formfunktioner:
1. >N, =1 ivarje punkt i elementet.

2. Formfunktionen ska vara 1 i sin hemmanod.
3. Formfunktionen ska vara O i alla andra noder i elementet.

Metod 1 — Snabbast och enklast om man redan vet resterande formfunktioner:

(1)= N, +N, + N, +N, :1c>(1—3(§+2§2 +2§77—77)+(—§+2§2+2§77)+(77)+ N, =l

S1-4E+48 +4n+N, =1 N, =46 — 45 —4én <
<N, (Em)=4E(1-¢E-7)

Kontroll av krav 2: N, 1,0]z41 1—3—0j:1,ok!
2 2 2
Kontroll av krav 3: N, =0 vid andra noder, ok!

Metod 2 — Som i 6vning 5, inte alltid sa straight forward tyvarr.

GOr en smart ansats, hall tummarna och testa om det uppfyller kraven. Om man satter kravet att

N, =0 ldngs med vénsterkanten och diagonalen kommer man en bra bit pd ansatsen. Detta

uppfyller krav 3 direkt. Genom att sldnga pa en konstant kan vi ocksa uppfylla krav 2.

Formfunktionen dr 0 Iings med hela kanten om noden inte ligger pd kanten. Det vore ju skumt om en nod skulle fG en

konsekvent nodlast av en ytlast som ligger pa en yta ddr noden inte ligger. Se dven plottarna.
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Viansterkant: & =0=inkludera faktorn (0—¢&)

Diagonal: 7 =1— & = inkludera faktorn [(1—;‘)—77]

Fran ansatsen har vi formen pa formfunktionen, men “amplituden” maste bestammas.
Jamfer sin(x) <> ksin(x).

N,(&7)=-k&(1-&-7).

)= N{%,Ole:—k%(l—%—szl@k:—4:> N, (&m)=4E(1-E-1)

Krav 1 dr uppenbarligen ocksa uppfyllt eftersom vi far samma svar som i metod 1, som utgick fran krav 1.

Formfunktionerna plottade i MATLAB:
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6.3 - Koordinatomvandling i isoparametriskt element

Givet: Halradie, R

N, == (1= £)(A-n)(1+ £ +n) N, =3 (L+&)(L-n)(1-§+1)
N, = (L4 )(1n)(-£-1) N, =5 (1= £)(0en)(L =)
N, =%(1—§2)(1—77) N, =%(1+§)(1—772)
N, =%(1—§2)(1+77) N, =%(1—§)(1—772)

1
Sékt: Bestam avstandet fran mitten till punkten (Xy, Y, ) < (&7 ) = [ﬁ,—lJ och jamfér med

sanna vardet R.

Losning:
Avstandet, d , fran (0,0) = (X, Yo) = (% —~0) +(¥o —0)’ =\ + V2 . (1)

Koordinaterna (X,,Y,) &r givna i lokala koordinatsystemet som (&,,7,) och méste transformeras.

For isoparametriska element géller att:

HoRH

Vi dr intresserade av punkten (X,,Y,), eller (&,7,) lokalt sett, sa:

X X
|:y0j|:ZNi|§—50:77—’70 |:y|:| (3)
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Rakna ut formfunktionernas vérden i den intressanta punkten (é‘o =%,770 = —1] =
1 1 1 1
=>N=-"|1-—=|(1+1)| 1+ =-1|==(1-+2
i e 1))

=N, = —1[1+ %)(1%)[1—%—1} :1(1+ V2)

1 1 1

N, =={1-—|(1+1)=—
= N; =N, =Ng =N, =N, =0« innehéller (1+7)
(l—\/§)+(l+\/§)+2

Rimlighetskontroll: ZNi = 4 =

=1, ok!

ENJIEN

Tack vare att bara tre noder har nollskilda formfunktioner behéver vi bara ta fram koordinaterna fér de tre.

Koordinaterna fas ur figuren med lite trigonometri.

Nod 1 2 5
X Rcos(135°) = - g Rcos(45°) = Rg 0
& &

y Rsin(135°) = R7 Rsin(45°) = - R

1 J2) 1 J2) 1 R
:>x0=N1x1+N2x2+N5x5:Z(l—ﬁ)(—R7]+Z(l+\/§)[RTJ+E-Oz— (4)

2
1 2) 1 2) 1 242
=y, = N,y, + Ny, + Noye :Z(l—ﬁ)(R§]+z(l+xﬁ)(R§]+§- R=R "/_4+ (5)
~0.85355339

(1)=d= R\/O,S2 +0,85355339° = d ~0.989R

Det hdr innebdr att FEM-ndtet avviker fran det man férséker modellera med ca 1%, vilket felfortplantas till de tGjningar och
spdnningar man beréknar med FEM. Vill man vara sdker pa sin FEM-ldsning ska man alltid géra en finare mesh fér att se att
man fortfarande fér samma resultat.
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6.4 - "Fel” numrering

Isoparametriskt element numrerad i omvénd ordning mot konvention, dvs. medurs.
Givet: Element som ovan.

Sokt: Jacobideterminanten

Lésning:
x
J=ZX Clop-2y Xy (1)
OX ﬂ oéon 0onoé
on on
N, =(1-¢)(1-n)/4
N, =(1+ f)(l—n)/4 o)
N, =(1+&)(1+7)/4
N4=(1—§)(l+77)/4
X:ZNiXi:{Xizxs:O}:NzL_N4L:(1+§£(1_77)'L+(1_5514_”)'(4-):%(5_77) (3)

y=2 Ny, ={y, =y, =0} = NlL—NgL:(l_glfl_n)-L—(1+§14(1+77)‘(—L):%(—§—77) (4)

(1):>|J|zﬁﬂ_ﬁﬂ:(EJ(_EJ_(_EJ(_EJZ_E_E:M:_E
ocon onoc \2)2) 2\ 2)7 4 s 2

Den negativa determinanten kommer resultera i att man fdr en negativ styvhetsmatris om man utfér integralen i det lokala
koordinatsystemet. For att undvika det hdr, numrera i “rétt” ordning, dvs. moturs. Alternativet dr att numrera de lokala
noderna i samma ordning, men dd mdste du ta fram nya formfunktioner sjélv!
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6.19 - Roterande plat

a) Konsekvent nodlast i element 2

Q!)C()

g 1]

D' = [D,, Dy, Dy, ... Dg, D)

. 4L 4
, L[1101601601100000]

Symmetri gér att endast 6vre halvan behéver modelleras.

K 2
Givet: K=| *|=|P?* (1)
K, |7| o
Tjocklek, h
x=(3+<)L
IeIementZgéIIer:{ (3+2) (2)
y=nL

Sokt: Konsekvent nodlast i element 2.

Losning:
R, = INTKdV hINTKdA {dA = dxdy =|J|d&dr} hIINTKLﬂdfdn (3)
N, =(1-&)(1-n)/4
N, = (1+&)(1-7)/4 "
N, =(1+&)(1+7)/4
N, =(1-¢)(1+n)/4
ox
3| % 0 P=2Y XY _| | g.0=1 (5)
x oy ocon  on o&
on  on
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N, 0] [(3+£)(1-¢)(A-n)]
0 N, 0
N, O (3+&)1+¢)(1-n)
LI 0 N pa)2(3+§)L} po’hl® § 7 0
(B)A(5)=F,,=h g { LPdédn=—— dé&dn
>2 Ul N, 0 0 ol 4 Ul (3+&)(1+&)(1+7n)
0 N, K 0
N, 0 (3+&)(1-&)(1+7)
| 0 N, | 0
L J
NT

Integralerna har alla samma form, sG vi kan skriva pa en form som behandlar alla samtidigt:
11

[[(3+¢) 1+§)(1+77)d§d77

- 1(¢) ol

pao’hl’®

| tidigare évning har jag delat upp en liknande dubbelintegral i tvd vanliga integraler. Fér den som tycker att det kénns
skumt kommer en kort forklaring hdr: _U f(&) a(n) dédn =Ig (77)_[ f(&)dédn =I f («;")dfjg (n)dn
L 0

Beror inte pd &
— kan flyttas ut
som en konstant

Beror inte pd »
—> kan flyttas ut
som en konstant

Forstdr du fortfarande inte, fraga forsta bdsta fysiker i klassen, alternativt bara acceptera det och drick en cola.

PONL[(34.£)(1+ £)de [ (L n)dn = poPhl’ [[3+(1£3) 42 JdE [ (1) dr

-1 (&) -1

==

a(n)

els T : (@3),, & .2
E—del: £[3+(1i3)§i§]d§ {3§+ 24 _1_613_

Gauss 2 punkter: j[3+ (1£3)¢ +&7 |de=1- {3+(1+3)f [\/iﬂﬂ {3+(1i3)3i[j§]2}:

:{3—(& 5t ﬂ [%%H} 6% 18;2

1 2
n—del: j(lir])dn:[nin } =2
-1 1

1

Gauss 1 punkt: f(li ﬂ)d?] = 2-(1i 0) =2

= | = po’hl® 182

3
~F,, = pa) ZhL

[ 0 10 0 20 0 8 0
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b) Spanningar i element 1

1 v 0 1 0
Givet: Plan spanning :>C:1 ~lv 1 0 ={v=0}=E|0 1 0
"o o (1-v))2 0 0 12
213
D:fpaé"[ll 016 016 0 11 0 0 0 0 Of
) 10 ., 1[1 0
For element1: J=L &SI =—
01 LI0O 1
212 2
Exakt 16sning: O_XX(X):/OCUZL {16—[%) }

Sékt: Spanningar i punkterna: x € {0,L,2L},y =0, jamfér med exakt 16sning.

Losning:

Uttryck for spanningar fas fran formelbladet: ¢ =CBd,

B=[B, B, B, B,]
N, /ox 0
Formelblad ={B;=| 0 ON; /oy
ON, /oy oN, /ox

ON; /ox _ 3t ON,; /o0&
{aNi/aY}_ {aNi/aTJ

_ 44 po’C

Rickard Shen

rshen@kth.se

(6)

(8)

(9)

(10)

(11)

Givetar d' =[d] dj dj d|=[D] D] D] D;]_3 [0010100 0f

E

Ar man smart kan man utnyttja att férskjutningarna ér 0 i noderna 5 och 6. Dérmed slipper man berdkna tvéd B — matriser.

c= C[Bloll +B,d, +B.d, + B4d4j =C(B,d, +B.d,)

oN. /6 oN. /o oN/0¢ 0
(8)/\(11):>{8Ni/ X}Z%{aNi/Gﬂ:BiZE 0 oN, /on
/%y /on oN. /oy oN, jo&
1 1 0 1 1 0
B=arl 0 (&) |Bi=g 0 (1)
-(1+¢) 1 (1+¢) 1

(12)

(13)
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44 ool 1 10 0 1 0 1 1 0 1
(12)A(13)c=?p“) Ej0 10 0 —(1+¢) M+ 0 (1+¢) M -
0 0 1/2 —(1+§) 1 (1+§) 1
11 Lo oy 22 22
6="po’’|0 1 0 ||0|===pa’?|0 :axngpa)sz (14)
0 0 12|0 0 —_——
Notera att spédnningen dr konstant.
FEM, (bi)linjara fyrkantselement: Exakt |0sning:
GXX(O)=2—32,0(02L2 O'XX(O)=2—;pa)2L2
O'XX(L):Z—?’Zpa)ZL2 O'XX(L)=E,0Q)2LZ
JXX(ZL)z%pa)ZL2 GXX(ZL)z%pa)ZL2
Plotta i MATLAB =
Spanning, c,.
10+
8
©
6ﬁ
s
a
4ﬁ
2ﬁ
—©— FEM
Exakt Losning
o' r r r L
0 0.5 1 1.5 2

x/L

Geometrin dr korrekt beskriven av elementndtet. Lasten angriper dédremot i volymen, och att beskriva det som konsekventa

nodlaster ger ett bidrag till avvikelsen. En annan felkdélla dr att det dr ett linjéirt element. Linjéra element kan bara beskriva

konstant téjning/spédnning.
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