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6.8 b) - Konsistenta nodlaster med "vanlig integrering”

Bilder av Veronica Watz och Jonas Faleskog.

Givet: Plattjocklek, h[m]
Densitet, p[kg/mﬂ
A=12

Sokt: Bidraget till nodlastvektorn (konsistenta nodlaster) pa grund av egenvikten, K, =—pg.

Losning:

Fran formelbladet:
F, = [NTK,dv, (1)

VE

dar K &r volymslasten, inte styvhetsmatrisen, som ser ut sahar:

<l

Om lasten K, ges i globala koordinatsystemet fds konsistenta nodlastvektorn ocksd i globala koordinatsystemet = F, .

Vice versa gdller férstds om K, ges i lokala koordinatsystemet, = f, , se dven bilagan i slutet.

Eftersom platens tjocklek ar konstant, blir

dV =hdA=hdxdy, (3)

och volymsintegralen blir en ytintegral istallet:

F, =h[[N"Kdxdy (4)
A
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Formfunktionerna dr givna i formelbladet for ett lokalt koordinatsystem ddr fyrkanten har den trevligaste form man kan
tdnka sig, en kvadrat med hérnen i trevliga koordinater. Vi vill gdrna géra integralen i det koordinatsystemet. Som man
minns (eller méjligen har glémt) frén matten dr 1 areaenhet i X—Y — systemet inte lika stort som 1 areaenheti &—n—

systemet. Som valutaomvandlare har man Jacobiandeterminanten. Den finns i Beta, ldngst ner s. 230, om dn lite kryptiskt

matematiskt uttryckt. Jacobianen finns dven i formelbladet.

An
4 1 3
m Arearelation: T
~ - X
1 -1 - N /
(. |J dd, = dd, < ~_ y

Bild frdn Jonas Faleskogs OH-slides.

| vilket fall galler att

dxdy =|J|d&dy, (5)
dAy dA;,
och nu ser man att determinanten av Jacobianen maste berdknas for att komma vidare.
Fran formelbladet har vi:
4-sidigt isoparametriskt element: TN
4 \
|
AV g 53‘13;- X =Ny
" o ' - e
1 d ey 4 - T F 3‘|'
[ i l__.-"' Y - | o ) ( i —
dy/ Yy v
d dy /- o Jl__?‘
Ly T I . . - s
/ Ny=(1-EMl-m)/4 Ny=(1+C)1l-m)'4
— djr 1 5 n 2 g 1
-1 Ny=(1=E01+m)/4, Ny=(1-E)1+n)/4
Pﬁl‘i-lkjllt- wEm] _ |V 0N, 0N, 0N, 0 4 = Nd
ningar: v(E.m) 0N ON, ON; 0N T ©
Tojningar: e aN/ox 0
e, | = Bd, B=[B,B,B;B] B,=| 0 aN/%
T AN,/ dy AN,/ ax
dar oNy/dx 1] aN/ag J = |9x/9E ay/ag
AN/ dy dN,/dm ax/dn dysa

For att berdkna Jacobianen behdvs uttrycken fér x(&,77) och y(&,7). Lingre upp i formelbladet ser

man att x= > N.x,y=> NV, vilket ar anledningen till att det har kallas "isoparametriskt”, dvs.
177 y Iyl

man har samma formfunktioner till koordinaterna som till férskjutningarna. Formfunktionerna &r

bara att skriva av fran formelbladet, och X, Y; ar nodernas koordinater.
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Vi borjar med att tabellera nodkoordinaterna:

Nod, i 1 2 3 4
X (-1+ )L (1-2)L (1+2)L (-1-2)L
Y, -L -L L L

Nu till den dryga biten... (tar i for sig bara 1-2 min i Maple tack vare copy-paste).

x(&m) =D Nix =%‘M(—1+A)L+w(1—/’tﬂ+

4
+—(1+§¥1+—n)(1+ AL+ (1_5)4(1+ D (4 2)L= .= L an) (6)

y(Em =Ny, =m0y Gl
+(1+§£(1+77)L+(1—§£(1+77)I_:___:Ln (7)

Genom att partialderivera (6) och (7) fas Jacobianen, och darifran dess determinant:

ox oy

y_|0¢ o¢ :[L(1+ln) 0} (8)
x oy Lié L
on 0On

Med Jacobianen kdnd ar det bara att integrera pa.

N, 0 0
0 N, (1-¢)(a-n)
N, 0 0
Lo N[ 07, 2111 (14 &)(1-
(5),(9)i(4)=F,=h[ [ o {_ g}l_(lmn)dgdn pghL [ ( +§)0( ) (L+ An)dédn
0 N, (1+&)(1+7)
N, 0 0
|0 N, _(1_5)(1‘”7)_

Alla raders integraler ser ut pa ungefar samma séatt och kan darfor behandlas pa liknande satt:

| =—%”(1¢ £)(1+n)(1+ An)d&dy :—%J‘(li £)dE[ (1£n)(L+ An)dy

(g o) G a(n)
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T Sl r &) 11
& —del: Jl(lif)dfz[fi?ll Z(lifj_[_liT}ZiTE:Z

Tecknet F betyder att det ska vara motsatt det tecken man vdljer till +.

1 + !
1 —del: j n)(L+ An)dn J-[1+(/1J_r1)77i/1772]d77:{77+(/1—_1)772i%nﬂ =
-1

-1

:[1+ (GO iif]—(—H(l—ﬂ)(—l)z ié(_l)sj: 5= Z(liij

2 3 2 3 3 3
2 2
:>|=_&.2.2(1iij:_&(3ig)={g=l}= pghL (6+1) (10)
4 3 3 2 6

dar tecknet bestdms av om formfunktionen innehaller (1+7) eller (1-7).

Det blir negativt tecken for noderna pd botten, och positivt tecken fér noderna pa toppen.

pghl?

=SF=- (11)

~N O N O o1 O o1 O

Rimlighetskontroll (snabb smidig koll pa att man fatt en rimlig lastvektor):

ZFIy —'Ogh 5+5+7+7)_—%pghL2=—pg4hL2=—mg,0k!

\
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6.9 - Konsistenta nodlaster med Gaussintegration

Bilder av Veronica Watz.

Gaussintegration dr en numerisk integrationsmetod som, till skillnad frén trapetsmetoden, kan fG exakta svar om man
anvdnder tillrdckligt mdnga integrationspunkter och integrerar pa polynom.

Visdomsord: Med m st integrationspunkter kan man integrera pa ett polynom av grad (2m-1) och fa ett exakt svar.

—~~
-
+

SN

N—

—~
[EEN

|
=

) cpg)l (1 an)dedn ()

-1-1

B Le— Le—
—_
=

| +
iy

A=

[N
+
S

11 1

Givet: Fran 6.8: F, = hJ. I N'K[J|dédn =1 F,, = hI
)

1

_1_1+TT
Fl,x = F2,x = F3,x = I:4,x = O

Sokt: Konsistenta nodlaster for 6.8 b), men integralen beraknad numeriskt med Gaussintegration.

a) - (mz = 1, my, = 1) integrationspunkter

Losning:
1 m

Rent allmint vid Gaussintegration: | = J. f(x)dx=>wf(x). (2)
-1 i=1

Vi vill dubbelintegrera, vilket inte dr annat an att integrera tva ganger.

n i

'=Hf(5’f7)dfdf7=jg(n)dn=m2vvig(m)=_m2[vvimzlw,-f(fj.ni)}imivviw,-f(fj.m) (3)

141 i=1 i=1 j= i=l j=1
9(n)

hL*
| det har fallet har viatt f (&,77)= —%(11 £)(1+n)(1+ A7), (4)
déar tecknen beror pa den aktuella nodens formfunktion.
Har ser man att med avseende pa & har vi ett polynom av grad 1.

(2m§ —1) >1= Ok! Den integralen kommer att bli exakt.

Med avseende pa 77 har vi ddremot ett polynom av grad 2.

2m,7 —1< 2= Vikan forvianta oss numeriska fel.
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Vikterna finns i kursboken s.146, samt en tabell for hogsta polynomgrad med exakt svar. Liknande
tabell finns pa bl a wikipedia om man googlar pa ”"Gauss integration” eller ”Gauss quadrature”.

146 CHAPTER 7 FEM FOR TWO-DIMEMSIOMAL SOLIDS

Table 7.1. Gauss integration points and weight coefficients

m £ w; Accuracy n

0 2 l

2 143,143 1.1 3

3 —/06.0, /06 5/9.8/9.5/9 5

4 —0.861136, —0.339981, 0.347855, 0.632145, 7
0.339981. 0.861136 0.6532145, 0.347853

5 —0.906180, —0.338469, 0, 0.236927, 0478629, 0368889, 9
0.538469. 0.906180 0.478629, 0.236927

6 —0.932470, —0.661200, —0.238619, 0171324, 0360762, 0.467914, 11
0.238619, 0.661209, 0932470 0467914, 0.360762, 0.171324

{é—lzo W =2

=

Mj4=0 Wi, =2

n

< 1x1 integrationspunkter

Ry =2 [ [ (1= &) =)+ An)dedn ~ 3 ww, ,(£,m,)=2-2- 1 (0,0) =

4 -1-1 i=1 j=1

=—pghl® (1-0)(1-0)(1+ -0) = —pghL’

Notera att lutningens inverkan férsvinner med bara en integrationspunkt i det hdr fallet.

Pa samma satt:

R, =3 12:2. 1(0,0)=—pght? (1-0)(1-0)(L+ £-0) = —pght?

i=1 j=1
1 1

F,, =>.>.2-2-1(0,0)=-pghl?(1-0)(1-0)(1+ A-0)=—pghL?
i=1 j=1
1 1

F,,=>.>.2-2-1(0,0)=—pghl’(1-0)(1-0)(1+ 2-0)=—pghL?
i=1 j=1

=F=—pghl?’[0 1 0 1 0 1 0 1]

Hdr ser man att svaret avviker fran det exakta svaret vi riknade fram i 6.8.
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b) - (mg = 2, m, = 2) integrationspunkter
Lésning:
Den hdr géngen anvénder vi tvd integrationspunkter i vardera led. 2-m—1=3, sd vi kan integrera pd upp till tredjegradare

och fa exakt svar. | £ — led har vigrad 1, och i 11— led integrerar vi pd en grad 2, s@ det dr rimligt att férutspd att svaret

kommer stdmma med det analytiska svaret.

Fran tabellen laser vi av integrationspunkternas positioner och vikter.
i _1/\5 w_, =1
i :1/‘/5 Wi, =1

TN

:1/\/5 jo2 =1

et

[in®

< 2x2 integrationspunkter

S n)(1+ njdgdn >3 ww, £ (&)

-1-1 i=1l j=1

T i

5
PYOREES (RER UTES ) NP

Y Y R v
+1-11- %D 1—(%}) 1+/1 13m w§=1,w,7=1,§=%,77=%
e p?

Pa samma satt:

5
F,, = hLz= hL = hL2 -
-p9 6 -p9 5 -p9 5

4y

2
:Fb:_%[o 505070 7]

Precis som analytiska I6sningen!
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6.10 - Konsistenta nodlaster med varierande ytlast

Givet: Plattjocklek h
1 S 1 S
t=—|1-—|t,+=|1+— |t
2( Lj A 2( Lj ®
t varierar linjart och bestar av last i bade x-led och y-led.

So6kt: Ta fram konsistenta nodlaster for fallen ovan. | c) och d) ar lasten konstant, t, =t; =t.

a) - Isoparametriskt 4-noders element
Losning:

Fran formelbladet: F, =INTtdS

S

e

Formfunktionerna dr givna i formelbladet for lokalt koordinatsystem, och s =Ln, sd integration i lokalt koordinatsystem

verkar ju vettigare én att integrera 6ver en sned yta.

L 1
= F, = {konstant tjocklek h = dS =hds} =h [ N"tds = {ds = Ldp} =hL [ N"tdr (1)
—L -1

Lasten vill vi ha uttryckt som funktion av 77, t(s) > t(7).

t 1-n)t, +(1+n)t
tzl(l—thAJrl(uith@{izn}@ o2 @)t + (L)t )
20 L) 2L L ] 2[(1-n)ty +(1+7)t,
Lasten angriper langs med & =1, och kommer att férdelas mellan dessa tva noder eftersom de andra

nodernas formfunktioner ar 0 dar. Det racker darfor att bara rdakna pa de noderna (2 och 3).
Integralerna kommer alltsa att se ut som:

hL ¢ hL ¢
x-led: F, =7_lei [(1=7)ta +(1+7)ts, dn =7_lei [ (ta +ta )+ (te —ta )7 ] dn (3)
y-led: F, =ETN.[(1—;7)t +(1+7)t ]dnzﬁjm.[(t )+ (te, —t )n]dn (4)
. iy 2 4 i Ay By 2 o i Ay Ay By Ay




Ovning 5 Konsistenta Nodlaster, Gaussintegration, Egna Formfunktioner Rickard Shen
2013-02-21 FEM for Ingenjorstillampningar, SE1025 rshen@kth.se

Bara att borja rakna da. Lasten angriper ldngs med =1, 58 N;(&,7)=N;(17). Integralen kan

berdknas med godtycklig metod. Personligen foredrar jag Maple.

_hL A+ y)a-n)

F
2,X 2

hL
[(tAX + g ) + (g —tAx)n]dn =?(2tAX +1g, )

F, :&i w_[(% Ty, )+ (tg, —tAy)n]dn:h—;(ZtAy 1)

hL | (1+1)(1+7 hL
F3,x_?.[ ( )jr ) [(tAX+tBX)+(tBX—'[Ax)n]dn=?(tAx+2tBX)
_l_ a
hL [ (1+1)(1+7) ] hL
R, —7[_ y _[(tAy o, )+t~ ) o == (1, + 2t
S
0
2t,, +1,,
_hL 2t,, +1g,
“h=73 t,, + 2t )
|9 +2’[By
0
. O -

Rimlighetskontroll:

Z I:I X = E(ZtAx +tAx +th + 2tBX) = 2hL(ﬁ] ’ Ok'
, 3 via 2
Genomsnittslast

(Ser likadant ut i y-led, sa ok dar ocksa.)

b) - Isoparametriskt 8-noders element

Losning:

Den enda skillnaden mot a) dr en extra nod att rdkna pd, och att vi far ta fram formfunktionerna sjélva.

| brist pa formfunktioner i formelbladet far vi komma pa egna. Det gérs genom att stélla upp tva
villkor.

1. Ska vara 1 i sin hemmanod.

2. Ska vara O i andra noder.
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Det racker med att rakna ut formfunktioner for de noderna som ligger langs ytan. Stall upp:
N, =k (0=&)(-1-&)(n; =n)(m —n) =k &E@Q+E)(n; —n)(m. —7).
dar §(1+ zf) gor att formfunktionen blir 0 vid noderna 1,4,5,7 och 8. De andra parenteserna ser till

att formfunktionen &r 0 i de resterande tva noderna som inte &r "hemmanod”.

N, (£.7) = k&(1+ &) (1-1)(0—-n) = N, (&) =k, E(1+ &) (n* — 1)
Ny (&77) = k& (1+ &) (-1-7)(0-1) = Ny (£,1) = k& (1+ ) (n” +7) (6)
Ng (£.17) =ke& (1+ &) (1-1)(-1-7) = Ng (£.17) =ke& (1+ &) (* 1)

Harmed ar krav 2 uppfyllt for formfunktionerna. Krav 1 uppfylls genom att bestimma konstanten till
ett lampligt varde.

N,(L-1)=1<k, [1(1+1)][(—1)2 —(—1)} —1=k, :%: N,| n-n

\%{_J 5:1 2

N (11) =1 ks [101+1)][ (1) +(1) [=1=> kg :%: Ny, = 7722+77 o)
—

2 2
Ne(1,0) =1 ks [1(1+1)][ (0) ~1]=1=k, S N
%/_/ 2

2 -1

=

Frén a) sGg man att integralerna i x- och y-led var identiska, s det récker att rikna pd x-led och kopiera resultatet till y-led.
Kom ihdg att byta index till t,,,tg, !

hL ¢l n° - hL
Fox =7[[¥}[(tm +th)+(th _tAx)77:|d77 z?tAx
hL | »? hL
3)= F3,x =7J‘|:77 ;n}[(tm*‘tsx)*'(tsx _tAx)n:|d77=?th (8)
]
hL ¢ hL
Fo.x :? |:1_772]|:(tAx +th)+(th _tAx)77:|d77 :?Z(IAX +th)
e

2Fb:h_3|’_|:0 0 tAx tAy th tBy 0000 2(tAX+tB><) Z(tAy+tBy) 000 O:IT (9)

Rimlighetskontroll:

SF, = h—3L[tAX g+ 2(t +1g ) | =ML (1 +1p,) = 2hL(%), ok!
yta
Genomsnittslast

(Ser likadant ut i y-led, sa ok dar ocksa.)

10
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c) - 3x isoparametriska 4-noders element, konstant last

L6sning:

I 'a) har vi redan I6st hur konsekventa nodlasten blir fér linjéirt varierande last. Konstant last dr ett specialfall dér t, =t; =t.

0 0

0 0

2t +15, t,

2t,, +t f =t =t t
(5)= Fy, =Dk S oy | T e T |
©T 3t t 2, | |ty =ty =t / t,

ta + 2Ly, t,

0 0

0 0

Strukturen bestdr av flera element nu, sa for att markera att det hér handlar om elementets nodlaster och inte hela
strukturens nodlast sldnger jag pa ett “e” i indexet.

d) - 3x isoparametriska 8-noders element, konstant last

Lésning:

Samma resonemang som ovan, anvdnd b) som elementarfall.

(9):>Fb‘e:h—3|,'[0 0 ty by o to O 0 0 0 2(ty+ty) 2(ty+t,) 0 0 0 O]T:>

y X y y

:Fbvezh—;'[OOtxttt00004tx4tOOOO]T

For att fa global lastvektor i c) och d), assemblera som i tidigare 6vningar.

11
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Bilaga - Extragrejs

Fpe eller fye?

| formelbladet star det bara J.NTKde . I tidigare 6vningar pa 2D-element har vi alltid haft turen att
Ve

globala och lokala koordinatsystemen sammanfallit, och da géller att F,, =f,_ . Dessa

koordinatsystem behéver forstas inte sammanfalla, se bild nedan. Da &r det definitionen av K, som

bestammer.
Ay
4 1 3 Ay I
_1| ‘1 - = |
1 __E"'“--____h__ 2
R 2 =X

K K K K
K,=| *|=F,.= NT{ X}dV,K { ﬂ:»ff NT{ ﬂdv
el e pepl

y A y n
X,y &

Motsvarande géller forstas for ytlaster.

Tolkning av integralen for konsekventa nodlaster
Integralen kan tolkas som en funktion som férdelar kraften. Vid varje punkt langs med integralen

finns en viss mangd last t(s)dS . Formfunktionerna i den punkten talar om hur stor andel av lasten
som ska ga till respektive nod. Alla sma delbidrag (varje stapel) summeras (integreras) och man far
reda pa hur ytlasten paverkar noderna. Konsekventa nodlaster for volymslaster fungerar pa precis

samma satt, men varje stapel representerar en liten bit volym istéllet.

B Nod 1
fiNod 2

Totala lasten férdelar sig mellan noderna.

12
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