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6.14 - Triangelelement (CST - Constant Strain Triangle)
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Givet: Tunn plat, h<|
E-modul E
Poissons tal v=0

Pa tunn plat med fria ytor kan man géra antagande om plan spénning (P.S.), dvs att en av huvudspdnningarna ér 0
(spdnningen i tjockleksriktningen). Det hdr dr en god approximation for tunna platar om pldtens tjocklek dr fri att krympa
eller expandera fritt vid belastning. | den hdr uppgiften kommer vi att géra just detta antagande.

Om ytan istdllet dr férhindrad att réra sig, dvs &, =0, kan man anvdnda sig av plan deformation (P.D.). Det enda som skiljer

dr materialets styvhetsmatris C (matrisversion av E-modulen). Detta anvdnds generellt sett till tjocka platar, eller om
kldmmer fast platen.

Lite kuriosa om plat (har inget med FEM att géra): Man bér undvika att utsétta plat fér dragspdnning i tjockleksriktning da
platar tenderar att ha inbyggda defekter fran gjutning som blir platta och vassa efter valsning (~kavla stdl). Dessa defekter
resulterar i kraftigt férsimrade brottmekaniska egenskaper i tjockleksriktningen. Fér mer info, frdga en bergsman.

Sokt: Nodfoérskjutningar och spanningar i elementen for respektive lastfall, enaxlig dragning i a), och
egenvikt i c).

Losning:

Det dr ingen markant skillnad mellan FEM i 1D och 2D. Formfunktionerna gdr frén N(x)— N(x,y) och man anvinder C

istdllet for E . | 6vrigt dr det egentligen inget nytt, och I6sningsstrategin bestdr fortfarande av att ta fram
e Styvhetsmatris

e lastvektor

e Randvillkor

fér att sedan lésa ekvationen med hjdlp av ett reducerat system.

Som vanligt tar vi en titt pa FEM-ekvationen, F = KD . Geometrin och materialet 4&r samma i bada
deluppgifterna, dvs. styvhetsmatrisen kommer vara densamma. Vi borjar darfér som vanligt med att
ta fram globala styvhetsmatrisen K.
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Allt vi behover finns i formelbladet:

3-sidigt triangelelement. -
dlx
ﬁr_;y f:-‘lrlj
Ay f Forskjut- uy)f - (M1 O Ny 0N 0 o 4 = |
e Ilillgﬂl': vix, ¥) 0 Nl 0 ;._.'1 0 11,_.'3 < & € dj_T
dﬁx
:\’? = 1 ' ' - - - . ' ) ds.
Ny = H[{}l—}s}fl—l:)+[13—.11”}—}:” gl
=
Ny = ﬁ[{}g =¥ Mx —x3) + (2 — x50y —y3)]
=
- X - 1 - Vv
3‘13 = H[{}Il —}':Hl —11) + [.11 —Xp )y —) 1}|
e
Tojningar:  |e INSIx 0
e,| = Bd, B=-[B,B,B] B=| 0 v/
Y, IN/dy BN,/ dx
Spénningar: || s [tvoo . Oux Ei—yy |1V 0 Exx
o, = 1o vl 0 e | (P.S) |oy,] = Trva—av|¥ ! 0 e | (PD)
o 00(1—w)2 Yoy o, D0(1-v)2 Yay
. T, T Te. t = spanningsvektor
FEM Ekv. (ett element): jB CBdV|d, = ji\ tdS + j:x Kdp| . Pangsve
e K = volymskraft
V. s, 7,

Formfunktionerna ar formulerade sa att man kan anvanda globala x-y-koordinater direkt.

=K, =k, = j B'CBdV = {konstant tjocklek} = hj B'CBdA (1)
Ve A
£ 1 v 0
Fran formelbladet kan man identifieraatt C=C, ¢ = 1,7 v 1 0
=)o o (1-v)/2

Med v =0 insatt fas: C= (2)

N m
o o N
o N O
o o

P.S. = plane stress, P.D. = plane deformation (samma sak som plane strain).

Ndgra typvérden fér v (har inget med FEM att géra): Metaller har generellt sett v ~0.2—0.3. Inkompressibla véitskor har
v =0.5. Polymerer dr lite svdrare eftersom inget tenderar att vara speciellt konstant. En tumregel dock dr att styva
polymerer generellt sett har ett Idgre virde pad v , medan t ex mjukt gummi kan ha upp till v ~0.4999. Om v dr viktigt att
veta for en polymer bér den testas vid tilltdnkt arbetstemeratur, lasthastighet, kristallinitetsgrad.
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Element 1:

1 1 X
leﬁ (yz_ys)(X_X2)+(X3_Xz)(y_yz)]:F[(O_I)(X_I)JF(O_I)(V_O)]:1_T_|_y
1 1 X

szﬁ (ys—yl)(x—x3)+(x1—x3)(y—y3)]=|—2[(l—0)(x—0)+(0—0)(y—l)]=T
1 1
NSZE (yl—yz)(x—x1)+(x2—xl)(y—yl)]zl—z[(O—O)(x—O)Jr(l—0)(y—0)]=|—y
Rimlighetskontroll: N, + N, + N, = (1— TX - Ty) + [IKJ + (Ty) =1, ok.
Med derivering av formfunktionerna farvi B .
X i 10 10 00
B,=| 0 —|=B,=50 —1,82—%0 0 ,B3=|}0 1 :>B=[Bl B, BS]:>
% -1 -1 01 10
N, N,
Loy X
-1 0 1000
B:I1 0 -1 0001 (3)
-1 -1 0110

Glém inte 1/ -faktorn, annars blir det dimensionsfel!

2
(2)och (3)i ()= K, = hJ' B"CBdA= hBTCBj dA=AhB'CB hereg
) %/_J % 2

A, konstanter
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(3 1 -2 -1 -1 0] 1
1 3 0 -1 -1 =2 2
-2 0 2 0 0 O 3
K, -En (4)
’ 4/-1 -1 0 1 1 O 4
-1 -1 0 1 1 o0 7
|10 -2 0 0 0 2| 8
Frihetsgrader
Element 2:

Ny =[5 9a) (%) (6 =) (v =¥) ] = L= (x=1) (0 1) (y-1)] =2

N = [0 =)0+ 05 )y =3:) = [0 -0) (- 0) (10 (y 1) =+ -1
N = g [0 )+ 05 =)y =)= [0+ (=) (y-0)]=1-

Rimlighetskontroll: N, + N, + N, = [1—%’] +(5 +J —1) +(1—|5j =1, ok.

100 11o 1—10 10010—10
:Blzi 0 -1 BZ:TO 1 ,BszT 0 0 :>B:I— 0 -1 01 0 O (5)
-1 0 11 0 -1 -1 0 11 0 -1
1 0 -1 -1 0 1] 3
0 2 0 -2 0 O 4
-1 0 3 1 -2 - 5
~ K, =5 (6)
2 41-1 2 1 3 0 -1 6
0 0 2 0 2 7
|1 0 -1 -1 0 1| 8

Frihetsgrader
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Assemblera till en global styvhetsmatris

[ -2 -1 -1 0] [ }
1 3 0 -1 -1 -2
-2 0 2 0 1 -1 -1 0 1
Eh|-1 -1 0 1 1 0 Eh 0 2 0 -2 0 O
=K, =— +— =
4 4 -1 0 1 -2 -1
-1 -2 1 3 0 -1
-1 -1 0 1 1 0 0O -2 0 2
0 -2 0 O 2 1 0 -1 -1 1
- Ke1 ~ - Ke,z ~
[ 1 -2 -1 0 0 -1 0]
1 3 0 -1 0 0 -1 -2
-2 0 3 0 -1 -1 0 1
:>KS=E—h -1 -1 0 3 0 -2 1 @)
4 0O -1 0 3 1 -2 -1
0O 0 -1 -2 1 3 0 -1
-1 -1 1 -2 0 3 0
|0 2 1 -1 -1 0 3]

a) Enaxlig dragning
Randvillkor

For den har uppgiften far vi ta och fundera ut lampliga randvillkor. Vi applicerar lika stor
dragspanning pa bade vanster och hoger sida, och det vore minst sagt trevligt att slippa berdkna
konsekventa nodlaster for bada. Detta kan astadkommas om vi laser fast nod 1 och 4 i x-led, lasten
pa vaster sida kommer automatiskt med da som en reaktionspanning. Det har kan jamforas med
inforandet av symmetri.

\Tf\ h
Wiy
)
Wiy

Det har ar dock inte helt tillrackligt. Vi vill forhindra stelkroppsrorelse, vilket just nu ar mojligt i y-led.
Det kan latt fixas genom att lasa botten i y-led. Med det infort ser platen ut sahar:

Vodd
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Lite mer matematiskt uttryckt blir randvillkoren:

"0 R
0 R,
D, 0
0 R,
=D= =>F = (8)
D, 0
D, 0
0 R,
| Ds | L 0
Lastvektor
| det har fallet har vi bara en ytlast pa element 2. Fran formelbladet for ytlaster: f, = J. NTtdS (9)
Se
N, 0] [N, |
0 N, N,t,
N 0 ||t Nt
—F,=f,=[N'tgs=| 2 { }dsﬂ " |as
S, S, 0 Nz ty Se NZty
N3 O N3tx
| 0 N;| _Nsty_
t, =0,
For det har fallet har vi att t = tZo | (10)
, =
oy
0
o, | x+y-I
=F,=-2 ds 11
2= (12)
I —x
- 0 -

Lasten verkar pa ytan som ligger pa x=1, sa vi satter in det i integralen tillsammans med dS =hdy .

-y [2ly -y 1
0 0 0
:Fszz‘ihj Y |gy = Sl Al (12)
13 0 20| 0 2 |0
0 0 0
o | o0 |, 0

Dessa konsekventa nodlaster verkar pa frihetsgraderna 3,4,5,6,7 resp. 8.
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Totala lastvektorn fas som vanligt genom att summera alla lastbidrag.

'R, | 0] [ R ]
R, 0 R,
0 1| |ophl/2
FoF, +F = |+ Sl O)_| R
S ) 1| |ao,hl/2
0 0 0
R, 0 R,
| 0| o/ [ 0 |

Los ut saker som vanligt

R 3 1 -2 -1 0 0
R, 1 3 0 -1 0 0
o hl/2 2 0 3 0 -1 -1

R, Ehj-1 -1 0 3 0 -2

F=KD& ==
ohl/2| 4]0 0 -1 0 3 1
0 0 0 -1 2 1 3
R, -1 -1 0 1 -2 0
0 0 2 1 0 -1 -1

Stryk alla rader och kolumner déar forskjutningen ar 0 for att fa ett

1 3 -1 -1 17D,
ohl|1| ER|-1 3 1 -1|D,
= =

2 o] 4|-1 1 3 -1||D
0 1 -1 -1 3| D,

)

-1 0
-1 -2
0 1
1 0
2 -1
0 -1
3 0
o 3]

D
— < {MATLAB} < | °

D, |

D
D

8

5

(13)

(14)

O o0 oo

O o O

reducerat ekvationssystem.

1

ool|1
“E|0
0

Spanningsfordelningen inom elementen tas fram med formlerna i formelbladet:

Element 1:

o, [200][10 1000
o, |=CBD,=—10 2 0|70 1000 12>
T 001/[-1 10110

D oo
TR
= O O

N

U DO
Il
o O O

©

O-x O-O
<o, |=|0
0
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Element 2:
"D, =17
D,=0
o, E20010010—10|D_1
o, |=CBD,==|0 2 0fzl0 -1 01 0 o|Z 5"
2 I D, =0
Ty 00 1||-12 0 11 0 -1
D, =0
D, =0

©

O-x O-O
o,|= 0
Ty 0

Notera att enaxlig dragning ger en konstant t6jning. Alltsd kan det modelleras exakt med CST-element.

c) Egenvikt
Randvillkor

Rickard Shen
rshen@kth.se

| den héar uppgiften ar platen fritt upplagd. Vi laser nod 1 sa att stelkroppsrorelse forhindras. Nod 2

satter vi pa en ”"vagn”/rulle, dvs nod 2 kan forskjutas fritt i x-led, men |ast i y-led.

0 R,
0 R,
D, 0
0 R,
D= =>F=
D, 0
D, 0
D, 0
| Ds | | 0|
Lastvektor

(15)

Lastvektorn kommer forstas bli annorlunda. Den har gangen har vi en volymslast som beskrivs av:

SR

Vi konsulterar formelbladet for volymslast och hittar:
f, = [N"Kdv
VE

Element 1

Y
Fis

(16)

(17)
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N, 0] [0
0 N, l—-x-y
N, 0 || K, 0
Fo=[N'Kdv =] 2 dV ={dV =hdA} = pghjj dA=
Ve v, 0 N, Ky X
N, O 0
10 N | Ly
T 0] o0 ] [ 0 1 0]
| -x—y 12 - 2Ix + X 12X —Ix* + x°/3 1
I I-x 0 | O 0 2 O
__poh dydx:__”ghj Ll U L L T
I 23] x 21 9| 2Ix—2x 21 | Ix*-2x%/3 6 |1
0 0 0 0
oy ] |17 =21+ X° | Px=Ix2+x3/3], 11
jag har valt att
integrera dver y forst
Verkande i frihetsgraderna 1,2,3,4,7, resp. 8.
Element 2
N, 0] [0 ] [0 ]
0 N, -y -y
N, 0 || K, 0 - 0
=INTKdV=j 2 [ }dvz pgh” dA:_p_ghj dydx
a1 0 N, Xx+y-I I oo, x+y-I
N, O 0 0
| 0 N; | 1-x | | 1-x |
0] o0 0]
X2 X3 1
h i 0 h 0 hi?| 0
-LR 0 =28 | =2 (19)
21 | x 6l X 6 |1
0 0 0
| 2x% = 2Ix | | 2x° =3IX* | 1]

Verkande i frihetsgraderna 3,4,5,6,7, resp. 8.
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Assemblera lastvektorn

Ry 0 Ry 0
R, 1 R, 1
0 0 0 0 0
R 211 211 R 212
Fanod +Fsl+F52 =N _pghl _pghl = ¢ _pghl (20)
' ’ 0 6 6 |0 0 6 |0
0 1 0 1
0 0 0 0 0
| 0 | 1] 1] [ 0] 12 ]
L6s som vanligt
'R, | 0] (3 1 -2 -1 0 0 -1 01 0]
R, 1 1 3 0 -1 0 0 -1 -2§0
0 0 -2 0 3 0 -1 -1 0 1]|Db
R 212 -1 -1 0 3 0 -2 1 0|0
F_KDe| a|_ponl®| 2| Eh (21)
0 6 |0 410 0 -1 0 3 1 -2 -1{DO
0 1 0 0 -1 -2 1 3 0 -1| D
0 0 -1 -1 0 1 -2 0 3 0]|Db
| 0 | 2] 10 -2 1 0 -1 -1 0 3| D]
Stryk rader och kolumner déar forskjutningen ar 0 for att fa ett reducerat ekvationssystem.
0] (3 -1 -1 0 11]D] D, | (1]
" 0 Eh -1 3 1 -2 -1||D D, 2 -3
—% 1|=5-1 1 3 0 -1||D,|={MATLAB} & D, =% 9 (22)
0 -2 0 3 0D, D, -2
12 11 -1 -1 0 3| D] | Dy | | -15 ]

p—

o,

5{- - -+-+E

Med fler element skulle resultatet bli battre.

10
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Spanningsfordelningen inom elementen tas fram med formlerna i formelbladet:

Element 1:
o, £ 2
O'y ZCBDe :E O
Ty 0
Element 2:
o, e 2
o, =CBD, :E 0
T 0

o N O

O N O

o

o

=)

0
0
R
o 1|29
24E| 0
10
-2
.
0
B P
24E | -9
-1
-2

Rickard Shen
rshen@kth.se

Katastrofalt ddlig bild av verkligheten! Det kan dock géras béttre om man anvénder fler element och/eller symmetrivillkor.
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