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4.6 - Stelkroppsrorelse i balk

Bild av Veronica Watz

W, =5—-6L
Givet: <w, =5 +6L (1)
0,-0,-0

Sokt: Visa att forskjutningsansatsen kan beskriva en godtycklig stelkroppsrorelse, dvs W(x) =0+0X.

Wl

- ) 6,

Losning: Allmant: w(&)=Nd, =[N, N, N; N,] w =N,w, + N,6, + N,w, + N,6, (2)
2
02

_1 2 3 _1 g g2 3
Ny =2(2-36+87) N =2(1-£-¢"+ &)L
Fran formelbladet: (3)

—(3-8)  N=g(eg )L

Sattin (1) och (3) i (2). Har nedan har jag forberett en tabell sa att man snabbt kan se vad varje term
blir, vilket ocksa borde férenkla summeringen.

4w(&) = Bidrag till & —term Bidrag till L —term

ANw, =(2-35+&°)(5-6L) 2-35 48 2+35-¢&°

NG, =(1-&-&2+ &)oL 0 1-5-8+&

ANgW, =(2+32-£°%)(5+0L) 24+36-&° 2+3E—&°

N0, =(-1-&+& + &)oL 0 1 gy g4
3= 4

:>4w(§):(4)5+(4§)¢9L:>W(§)=5+6’L§<:>{§=%}<:>w(x)=5+6’x, QED.

Notera att o dr en stelkroppsforflyttning, och 0 ér en stelkroppsrotation.
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5.4 - Blandad anviandning av stang- och balkelement

Bilder av Veronica Watz

q.(x)
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S 2L X=0 x=2L
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Givet: I 2
q(x)z—zQ—L%, 0<x<2L

Sokt: w(x), M(x)

Losning: Borja med att modellera geometrin med element. Balken utséatts for bade bdjning och
normalkraft, sa den bér modelleras med bade stangelement och balkelement som sitter ihop i
gemensamma noder. Fjaddern kan modelleras med ett fjdderelement.
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Steg 1: Berdakna K.

Stangdelen och fjadern ar latta, sa vi kan val bérja med dem:

Ka=ﬁ[l _} (1)
aL|-1 1

Innehaller noderna 1 och 2, men viktigare i det har fallet, frihetsgraderna 1 och 4.

00 0 O
a, -a 2 c=c0s90°=0 01 0 -1
K.=k| © | dara, = ©°7" Kk, =2E 2)
-a, a, cs s?| |s=sin90°=1 2L°(0 0 0O
0 -1 01

Innehaller noderna 2 och 3, frihetsgraderna 4,5,7 och 8.

1
-1

Alt. K, =3E'{

-1
RE 1 }, innehdllandes frihetsgrader 5 och 8. Se bara till att assemblera ritt.

Bara balkdelen kvar da. For balkar galler:
k, = I B"EIBdx, dar a = halva elementlangden

Obs! Finns INTE med i formelbladet uttryckt pd det hdr sdttet.

Om, och endast om, El &r konstant, kan det brytas ut ur integralen, och resten fas fran
formelbladet:

2
Balkelement: Utbajning: W(E) = Nyd, +Nydy+ Nyds + Nydy = Nd,, B=90 - lzﬂg
& I*de
dy oL EI d M = -:2—3&+§:)f4. W, =L(1—§—§2:§31;f4
) ", Ny = (24384, N, =L(-1-E+E’+E’)/a
| | = &
3 3L -3 3L
-1 0 1 I : !
jBTde=i3 3L 41 3L 2L
5 213|331 3 3L
3L 212 31 a1?

Notera att L iformelbladet motsvarar 2L fér det hér problemet eftersom vi har elementldngden 4L .

3 3a -3 3a
1 |3a 4a® -3a 2a°
2a°|-3 -3a 3 -3a
Finns 1 formelbladet 3a 2a®’ -3a 4a?

=k,=El [B'Bdx =EI- (3)

Vi har tur eftersom balkelementet sammanfaller med x-axeln. Vi slipper alltsa transformera.
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16L°| -3
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—6L
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-6L 8L’
3 6L
—-6L 16L°

Innehaller noderna 1 och 2, frihetsgraderna 2,3,5 och 6.
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Med elementstyvhetsmatriserna kdnda dr det dags att assemblera. | tidigare 6vningar har det rdckt att hdlla koll pa vilka
noder en elementstyvhetsmatris behandlar. Eftersom noderna 1 och 2 ér en kombination av bdde stdng och balk far man
istdllet ga éver till det mer allmdnna fallet: att hdlla koll pé de individuella frihetsgraderna.

Assemblera =

1 2 3 4 5 6 7 8« frlhetsgrader
% 0 0 ,E 0 0 0 0 1
4L 4L
0 LEIS —3E{ 0 _LEJ; BE{ 0 0 2 nod 1
16L 8L° 16L 8L°
o ELE o E B, |
8L° L 8L° 2L
7% 0 0 @ 0 0 0 0 4
K= 4L 4L
3ET 3ET 27EI 3ET 3EI
0o = 2= g 2= : 2221 5\ hod2
16L 8L 16L 8L 2L
3ET ET 3ET ETI
L e B 0 0 | 6
8L° 2L 8L° L
0 0 0 0 0 0 0 0 7
3ET 3ET nod 3
0 0 0 . 0 | 8
L 2L 2L |
Steg 2: Berdkna F.
0, —2L<x<0 0, -1<£<0
9(x) _Q X pex<al {5 } )= 2 0<est
2L L’ L

Den utbredda lasten angriper balkdelen, stdngdelen behéver inte behandlas da den inte tar upp last i den riktningen. Notera
tecken pd den utbredda lasten!

2-3E4+&°
2q| 2L(1-&-&+&%) | g
Foo __E[LNbalkq '([Z 2436 & (—Iéjdx ={dX = 2Ld§} =

body force, element b

_2L(—1—§+§2+§3)_
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2 o, &
g §+5
2%£_£_£ f]
Q 2 3 4 5
2 o &
& +¢ c
2L[—9€2—§3+§—4+§—5
2 3 4 5

Dessa krafter verkar pa frihetsgraderna 2,3,5 respektive 6.

Nodlasten stoppas in i en global vektor direkt:
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1

230
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(6)

I exempelsamlingens I6sningsférslag sdtter man R, =0 direkt hdr eftersom fjéidern inte kan éverféra krafter i x-led.

Alternativt kan man géra som vanligt och fé fram krafterna som F=KD.

Assemblera lasterna till en global lastvektor:

"R1T o
R, ~Q/10
Mg, —7QL/60
F=F+F = P + 0
) 0 -9Q/10
0 23QL/60
0 0
| R | | O

R,

Rz —Q/lO
M., — 7QL/60
p
~9Q/10
23QL/60
0
R

(7)
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Steg 3: L6s ut okanda i D pa det gamla hederliga sattet via F =KD
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D EIA & & EA 0 0 (L [ O ]
.I.I.l v A A
4 AL
2 0 3K 3K o 3EI  3EI 4 A
10 1617 8I* 161>  8I°
v 7QL 3ET HI o 3EI  EI 4 o
60 8’ L 8I* 2L
P i E4 0 0 ) ||,
| L 47,
90 3ET 3ET 27EI 3EI 3ET
T Tk T dre2 0 T ar? 5 || s
10 161 §7’ 161 8L} L
230 I yz{ HI ~ 35{ EI \ D,
60 8I° 20 8L L
i B & b 6 & l &
. N 3EI ~ 3k ||
LT t v 2 op L
Notera att D, praktiskt taget dr utskrivet.
EA 4PL
=— D +0-D,+0- Dy =—
‘' EA
27El 3EI 22QL°
= -— &b =——— 8
_|16° 8% || Ds ° 45 El )
23QL 3El El D, QL?
"oz Dy =——
8L L 5EI

Steg 4: Ta fram det vi ville ha, utbdjningen och tvarsnittsmomentet.

Som tur var sammanfaller balkens koordinatsystem med globala x-axeln, och vi behéver alltsG inte tdnka pa

transformationer hit och dit.
_ 0
2-3¢+¢&° 0
2L(1-¢E—E2 4+ &8 3
Utbajning: W(£) =N,y d, = ( ) ) _2Qu
2+35-¢ 45 El
2L(-1-¢£+&+ &%) QL
Tar for stor plats att skriva p& horisontell ledd = 5 EI -
QLS[ 62 28 , 8 3) QL( 62 14x
=W = —-——-— +— SWX)=—| ————— +—
(é) El 45 15ég 6 96 ( ) El 45 15L 102

M (x) = —EIW"(X) = ~EIB,y,d, = M (x) = QL(l 2")

1x°
5?) 1ol

3L

(11)
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5.6 - Symmetri
l &/2

Givet: Om R >h kan man bestdmma fjdderkonstanten till k :(?—”8)%
” —

Sokt: Ta fram symmetrivillkor.
Losning:

Det viktiga att ta med sig fran den har uppgiften r hur man kan modellera symmetrivillkor i FEM
med hjalp av randvillkor. Varje gdng man kan inféra ett symmetriplan halverar man det som behoéver
modelleras, vilket ar valdigt trevligt.

| det har fallet kan vi bérja med att konstatera att problemet har en évre och undre halva som ar
symmetriska. Nar man ska modellera det har bér man tanka igenom randvillkoren:

1. De tva halvorna sitter ihop i planet och far varken tryckas in i varandra eller dras isér.
=u,=0vidy=0

2. Materialet maste sticka upp normalt mot symmetriplanet, annars skulle forskjutningarna
motsvara bade en sprickbildning och att materialet krockar in i spegelbilden, se bilden nedan.
=6=0

3. De tva halvorna kan rora sig fritt i x-led, spegelbilden féljer med, se bilden nedan.

Detta uppfylls om man sétter ett randvillkor som ser ut sahar:

P
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Vi ser att vanster och hoger sida fortfarande ar spegelbilder av varandra. Vad géller férskjutningar
kan vi anvanda vagnen som randvillkor dven har. For att inse hur man ska dela upp punktkraften
tanker vi oss hur lasten skulle se ut i verkligheten.

| verkligheten ar punktlaster en valdigt koncentrerad utbredd last. Om vi zoomar in dar lasten
angriper skulle det kunna se ut sahar:

i
i Symmetriplan

P/2 P/2

EF C T

]
H
*

Nu ser man tydligt hur halva kraften angriper pa héger halva, och halva kraften pa vanster halva.
Genom att infora ett andra symmetrivillkor har problemet reducerats till en fjardedel.

Slutresultat: Betydligt enklare problem!
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