Ovning 2 Stark/Svag Form, Fackverk Rickard Shen
2013-01-25 FEM for Ingenjorstillampningar, SE1025 rshen@kth.se

4.1 - Forskjutning - Tojning
x=0 x=L

O_ —:}+K

> >

U= 55 u,= ED+£DL

a)

Sokt: Visa att téjningen i elementet &r £(x) =&, .

du

Lésning: | grundkursen fick man ldra sig att &, :d— . (1)
X

| FEM far man ldra sig att u=N,u, + N,u,. (2)

Det har ar ett linjart element som gar mellan tva noder, envid x=0 ochenvid x=L, sa

lel—le—E
y (3)
Nz :§:E
Sittin (3) i (2) :u(x):(l—ﬁjao + 2(8y+ L) =..= 8, + X (4)
L)% T\ )
"

Med ett generellt uttryck for forskjutning kant ar det bara att derivera for att fa téjning, se (1):

d
g, :&(50 +£,X) =&, , QE.D.

Ett alternativ ar att derivera fran bérjan genom att satta in (2) i (1):

g, _du_dN, u, +% u, :—£§0+£(50+50L):go
dx dx dx L L
onstant konstant
1 1
i L

b)

Sokt: Visa att man far en stelkroppsforflyttning om &, =0.

Forskjutningen beskriver hur mycket en nod har forflyttat sig fran start. Den sdger ddremot inte om forflyttningen dr fran
téjning, eller frén att kroppen bara har hdngt med i en rérelse. En stelkroppsrérelse kdinnetecknas av tva saker:

1. Det finns ingen t6jning.

2. Alla kroppens delar (dvs. noder) forflyttas lika mycket, och Gt samma hdll.

, =0+ L[ W=, = 0, = noderna flyttas lika mycket och 8t samma hall = 2. &r ok!
=0

Bada kriterier uppfylda = Stelkroppsforflyttning!
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3.3 - Start/Svag Form pa Stang

> > 7> > >
—> X
Ky
Givet: Stark form: %(EAE_;JJJFKXA:O (1)

Stark form = diff. ekvation som beskriver forskjutningen exakt i varje punkt.

L L
Sokt: Visa att J.(;—V EA‘;—u dx = ijXAdX +[v GA]: (dvs. visa svag form) (2)
0 X X 0

dar o(x) ar normalspanningen, A(X) ar tvérsnittsarean och v(X) &r en godtycklig viktfunktion.

Svag form = samma ekvation men uttryckt med integraler. Léses gdrna approximativt med FEM, och blir dérfér inte
nédvdndigtvis exakt i varje punkt, men ofta ldttare dn en svdr diff. ekvation. Svaret blir dock béttre om geometrin blir

beskriven med fler element, och eftersom det dr en dator, och inte du sjdlv, som utfér slavarbetet med att invertera dina
matriser kan man I6sa hyfsat jobbiga problem pd rimlig tid med rimlig noggrannhet.

Losning: Vi vill fa stark form till svag form, och visa att vi far samma svaga form som i uppgiften.

Steg 1: Utga ifran stark form, forlang med en viktsfunktion och integrera 6ver langden. Dela gérna
upp integralen i sina termer redan fran bérjan.

L L
jvi(EAd—“jdx + VK, Adx =0 (3)
o dx dx 0

Den hér termen partialintegreras i steg 2

Steg 2: Partialintegrera termen som innehaller andraderivatan, malet ar att slippa andraderivatan.

Fran Betas. 141: Tg(x) f (x)dx:[g(x)F(x)]: —]'zg'(x)F(x)dx

L

L L L
= 9 Al )gx| v Ea% —j@EAd—“devaAdx:o (4)
5 g(x) dX dx ot GX o dx  dx 5
H—/ %,—/

e Foo 9t Fy)

Satt in den partialintegrerade versionen av termenii (3)

L L L
:{vEAd—u} - ﬂEAO'—“dx+ijxAdx=o (5)
dx J, gdx  dx 0
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Steg 3: Anviand Hookes lag for att fa [v O'A]I(; -termen.

Hookes lagi 1D: o =E¢ = Ed—u EAd—uz oA (6)
dx dx
tdv _ du o
Sattin (6) i (5) =[v A] —j EAd—d +IvaAdx=O<3(kasta om) <>
X

ﬂEAj_“d _ij Adx+[v oAl , QED.

de

Notera att alla termer innehdller A(X). Den behéver inte vara konstant, sa férkorta inte bort den!

b)
Sokt: Ta fram FEM-ekvationen (d.v.s. identifiera k.d, =f,) med Galerkins metod.

Galerkins metod = Anvind samma formfunktion fér v(x) som for u(x).
Lésning:

F6r den som har glémt: (AB)T =B'A" , och (AB)T =AB om AB dr symmetrisk. En skaldr dr givetvis symmetrisk! Notera

att multiplikation av en (1xn) matris med en (nx1) ger deras skaldrprodukt.

u
u= N1U1+ N2U2 :[N1 NZ] |:u1:| = Nde (7)
skalérprodukt av Nd, e 2
d,, konstant
u
du_dN, AN, TN, N, U] NGy o
e
= = ’81 _ _eTNT
V_N1ﬂ1+N2/B2—[N1 Nz] =Np=p' N (9)
N(x ﬂz skalér
( ) B, konstant
dv dN, N, . sz} B | dN ;
dx B B 10
dX ﬂl ﬂz l: d dx ﬂz dX B skallzr B ( )
%f—J

B(x)
Satt in det har i den svaga formen.
dv _, du % X
J'& EA&dx iv(x)KXAdXJr[v(x)o-A]Xl - iBTBT EABd,dx = L[BTNT KXAdXJr[BTNTo-A]Xl =

Eftersom bade B’ och d, dr konstanta fér de brytas ut ur integralerna. Kom ihdg att multiplikationsordningen spelar roll fér

matriser, sG de mdste brytas ut “at rétt hdll”.
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<p"| [B'EABdx d, |=p"| [N'K,Adx+[N'GA]" [<
L L '

Notera att B" bryts ut fran alla termer, och eftersom ekvationen mdste gdlla oavsett vilka godtyckliga védrden man vdljer i
BT , och inte bara om man rdkar vdlja en massa nollor, s mdste det som stdr inom parenteserna vara lika med varandra.

Eller lite slarvigt uttryckt, forkorta bdda led med B .

N jBT EABdXx d, = j NT KXAdx+[NTaA]f (11)
L L '

Ur ekvation (11) kan man identifiera det som bildar FEM-ekvationen:

[BTEABdx d, = [N"K,Adx +[N'oA]" < kd, =f,, QED. (12)
L d, L -—
—_— f,, ytlast (surface)
Ke f,, volymslast (body)

fE
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c)

Bilder ritade av Veronica Watz.

[ E/‘ﬁ\ - ..
q _ f,//—:r — — |
........... S\
B DI A u.--»-m--\\\_
.' N

e 3 —> 14 T N

1 ! |

Givet: K, =i 5—1 ,Q =totala lasten
2AL\ L

N(x:O):éQ, N(x=3L)=-1Q

Egi,OSXsL
( ) 9EAL
Exakt 16sning: u(x)= 2 3
EROL 3—5+9(5J —3(5) L<x<3L
36 EA L L L
D,=0=R =?
Randvillkor: 1D, =? F, = kand
D,=0=R,=?

Sokt: Nodforskjutningar och reaktionskrafter med FEM, jamforelse av forskjutningarna FEM vs. Exakt.

Losning: Borja med att dela in stangen i tva element.

—>x
B z
L

1]

] A ] ~

— I— —
Dl_l F:l Dzj F2 D3_| F3

Tips! Att bérja med mdlet dr ett bra sdtt att komma pd hur man tar sig dit. Stéll upp ekvationen med svaret du dr ute efter,

och se vad som saknas fér att komma dit.

KD = F = I:bebody + Fsesurface (13)

”Body” och ”“surface” kan kdnnas lite fanigt i 1D, och vad som ska kallas vad dr lite... fanigt, men ndgon form av namn kan
vara trevligt for att hdlla saker organiserade. Krafter som angriper i elementens volym, t ex gravitation och tréghet, hamnar
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under F, medan krafter som verkar pd elementens yta hamnar under F,, t ex punktkrafter pd noder. Uppdelningen blir

forstds naturligare ndr man jobbar i 2D och 3D.
Losningsstrategi:

Behdver K = Berdkna elements K, och assemblera till ett globalt K .
Behdver F = Gor om volymslaster till nodlaster (konsekventa nodlaster) och assemblera till F, .
Lagg till dvriga nodlaster, F,, for att fa en fullstandig lastvektor, F .

Los ut forskjutningarna ur FEM-ekvationen.
Matrismultiplicera for att fa fram det sista okdnda i lastvektorn.

ok wN R

Jamfoér med exakt |6sning.

Steg 1: Jag tankte visa tva satt att rékna ut K.

Alternativ 1 —som i dvning 1.

Det &r ingen skillnad mellan en stang och en fjader. Stanger beskrivs med k = % .
1 -1 1 -1

=K, =Kk = % (14)
-1 1 L|-1 1

Alternativ 2 — Fran formelbladet eller fran svaret i b).

Allmant géller att K, = J. B'CBdV . | en dimension giller att (material)styvhetsmatrisen C blir E ,
Ve

och dV blir A(x)dx, och vifar det vi hirledde i b): K, = I BT EABdx (15)
L

ENAXILIGA FINITA ELEMENT ENAXLIGT (1D)

Kontinuumelement (stang. virmeledning. etc.):

r 1 -1
Anvand formlerna pa sid 3.7 (16) i ExSam: valj N, =1-&,N, =& = J‘BTBdX=é{ 11 } (16)
) _
L r 1 -1
Sattin (16)i (15) => K, = IBT EABdx = EAI B'Bdx =%{ 11 } (17)
0 0 e LT
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| vilket fall far man samma formel for elementstyvhetsmatrisen, och darmed:

1 -1
Ke'l:%{l 1},noderlochz 2 2 0 2 2 0
SKk=R 2 241 —1]=R 2 3 a1 (18)
EA[ 1 -1 2L 2L
2= , noder 2 och 3 o -1 1 0 -1 1
“o2L[-1 1
Steg 2:

Laster som inte angriper pd noderna (gdller bdde volyms- och ytlaster) mdste konverteras till “konsekventa nodlaster”. Det
kan jdmféras med att du sitter pa en fyrbent stol och vill veta vad for kraft varje stolsben kdnner av. Hur kraften férdelas
mellan stolsbenen beror pG hur du ldgger vikten, och pd samma sdtt far olika noder i ett element olika stor del av
volymslasten beroende pad var den ligger.

Allmant géller: F, =INTKde . I det har 1D-fallet ar K, =K,, N=[N; N,], dV = A(x)dx , och vi

VE

far samma som i svaretib) = F, = [N'K,dV = [ N'K,Adx.
Ve [

Jag hdngde pa ett index b i K sd att vi inte rdkar blanda ihop den med globala styvhetsmatrisen.

_f N, K, Adx Integration av vektor gors elementuvis,

X

} K,Adx = «— det &r inte svarare an sa!
J' N,K Adx Jag skriver dock i forsta formen, det tar mindre plats.

=F =TR:1

2

0
| element 1 finns inga volymslaster, sa K, =0=F ; = 0} , (bidrag i nod 1 och nod 2). (19)
X3 _1_
| element 2 géller F, = f Q (x_ —gj d x_ dx (20)
2AL\ L 2L % & L
N K )

Formfunktionerna i formelbladet dr uttryckta i £, men dx och K, dr uttryckta i x . En av koordinaterna mdste bytas ut sG

att allt far samma. Det handlar om en vanlig enkel linjdr transform, och i ett 1D-fall dr det samma sak som rdta linjens

ekvation.
1(x
x=k&E+m el AR
d x=2LE+L g 2(|_ lj
(=0 x=L=m=L ;= dx=2Lde = d (21)
E=le>x=3L=k=2L dg:z—i

Nu kan man byta ut antingen ¢ eller x, bada vagarna fungerar. Att byta ut x och integrerai
elementets eget koordinatsystem brukar dock vara enklast eftersom man far integrera mellan 0 och

1, sa vi gor det!
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) B Q X3 1_5 X B Q 1 _ ~
(21)i(20)=F, —zsz[ : }(E‘ ] XI{ }[(zgx)x_éwﬁ—
e e ]
_oflt¢ £-¢ 2 3 Q[1
= Qﬂ c }2.§d§ ZQJ.{ }dﬁ 20 _3 =>F,= 3 [2_ , (nod 2 och nod 3) (22)
3 b

Assemblera (19) och (22) till en global volymslastvektor:

0 0
Fb=O+Q1=%1 (23)
3|2 2

Héar ser man, precis som for elementstyvhetsmatriserna, att det &r vilka noder som ingar i elementet
som styr vilka platser i globala vektorn som paverkas.

Steg 3: Totala kraftvektorn ska berdknas.

Ndr man ldgger till de krafter som verkar direkt pd noderna dr det Idttast att jobba direkt med globala kraftvektorn. Notera
att dven reaktionskrafter ska tas med som yttre krafter, ldtt att glomma!

Rl
F=0 (24)

Lagg ihop med volymslasten for att fa totala kraftvektorn.

0] IR, R,
F:Fb+Fs=% 11+ 0 |=| Q/3 (25)
2| |R| [2Q/3+R,

Steg 4: Los ut forskjutningarna ur FEM-ekvationen.

EA 2 -2 0] 0 R,
KD=F < — oL -2 3 -1||b,|= Q/3 (26)
0 -1 1} 0 2Q/3+R,
Stryk rader och kolumner dar D, = OD%SD Q =D, =z% (27)
2L 3 9 EA
Steg 5: Satt in (27) i (26) och berdkna lastvektorn. Darifran kan reaktionskrafterna bestdmmas.
NEEEALI AL -2 R, _Q_ R--X
EE 2 3 - XEX% 1 =% 3|=| 03 |= 5’ 2 o 7% (28)
0 -1 1 0 -1 2Q/3+R3 —§=?+R3 R3=—?

Nodkrafterna INTE dr samma sak som reaktionskrafterna! Mdnga glommer det hér och missar tentapodng!

8
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Steg 6: Jamfor med exakt 16sning.

Den exakta l6sningen var u(x) =

I noderna far vi med de tva lésningarna:

D] [0 D] [0
Exakt =| D, =—Q—A 1|,FEM =| D, :5% 1
D, 0 D, 0

Mellan noderna beraknas forskjutningen per FEM-element som u(x)= N, (x)u, + N, (x)u, .

Notera att FEM ger exakt rdtt I6sning i noderna. Ddremot ser vi att inom L <X <3L ska férskjutningen egentligen beskrivas
som en tredjegradare mellan noderna. Vi har tyvdrr bara linjdra element (formfunktionerna dr linjdra funktioner), som bara
kan beskriva linjdrt varierande forskjutning mellan noderna, se Figur 1. SG vill man ha béttre I6sning med FEM mdste man
antingen anvdnda fler element, eller mer avancerade element. VI hade i det hdér fallet t ex kunnat anvdnda ett kubiskt
element fér att fG den exakta I6sningen.

Displacement vs. Location

1 element

0 0.5 1 15 2 2.5 3

0 0.5 1 1.5
r r r
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Position: x/L

Figur 1 — Losningen i det jobbiga omradet hade kunnat goras battre med fler linjdra element.
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5.2 - Fackverk - Mycket Lik Uppgift 2.2 fran Ovning 1

Bilder ritade av Veronica Watz, paint-editerade och copy-pastade med prima kinesisk arbetskraft.

AL

Notera hur koordinatsystemet ligger!

Givet: E,AQ=K, =K, =g
AL
F=Q/2=D,="?
D,=0=R,=?
) D,=0=>R,=?
Randvillkor:

D,=0=R, ="

D.=0=R ="

Fs=0=D,="

Sokt: Nodforskjutningar och reaktionskrafter.

L6sning: Vi har FEM-ekvationen, KD =F, vad saknas? K saknas — berdkna den — bérja med K,.

Elementstyvhetsmatrisen finns beskriven i formelbladet, eller i exempelsamlingen sida 5.3:

Forsta elementet gar mellan nod 1 och nod 2:
L, =L 2
1
by =(% - %)/Ly =(0-L)jL=-1bma =| 2 Mzl 10O
I12m12 m12 O O
m, =(Y, - ¥;)/L,=(0-0)/L=0

—_—

1 0 -10
Kzﬁ{al —al}:%o 0 0O
“* L|l-a a| L|-10 1 0
0 0 00

10
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Andra elementet gar mellan nod 2 och nod 3:

L,=L 2
I, = (% —%,)/Ly, =(0-0)/L=0 :»az{ s '23”;23}:[0 O}

tmys  m 0 1
23=(Y3_y2)/Le2:(L_0)/|_:1 23'llo3 3

0 000

K _%{az —az}_ﬁo 1 0 -1

“* L|-a, a,| L|0O 0 0 0
0 -1 0

Tredje elementet gar mellan nod 1 och nod 3:

Lesz\EL 2 1 1
R o A e
My =(Ys = ¥1)/Ls = (0-L)/L==1/\2 WMy My

1 -1 -1 1

K _EA[a -a]_ 1 EA-1 1 1 -1
o PLl-a, a | 22L|-1 1 1 -1
1 -1 -1 1
14202 -1 22 0 -1 1 |
-1 1 0 0 1 -1
=22 0 242 0 0 0
Assemblera = K __1 EA 2 V2 (1)
2L 0o 0 0 22 0 22
-1 1 0 0 1 -1
1 -1 0 242 -1 1+2y2]
Vad mer saknar vi? Vi behéver F !
Ndgra praktiska tumregler for utbredda laster pd linjéira element:
Oom K, dr en konstant férdelas lasten lika mellan noderna.
Om K, dr en triangel far noden pd spetssidan 1/3 av lasten, och resterande 2/3 hamnar pd noden vid den tunga dnden.
Dessa tva “elementarfall” kan kombineras.
Ar man inte évertygad kan man alltid anvénda det vi hérledde ovan och integrera fram det:
L
Qff x ] _Q1i[ ¥ Q[1
Foy = J.NTK dv = J. __zj. 12 )
1x/LAL 0Lx 2% 2x-x* | 21
:Fb:%[l 0100 0f 2)
T
F :[% R, R R R O:l (3)

11
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Den totala lastvektorn blir alltsa

Q/2] [Q/2] [ Q ]
0 R, R,
F=F +F, = Q/2 + R |o Q/2+R (4)
0 R, R,
0 R R
o] o] | o |

Notera Gterigen att reaktionskrafterna bara dr en DEL av totala lastvektorn!

Nu har vi det som behdvs for att I6sa FEM-ekvationen, KD =F <

1422 -1 22 0 -1 1 |p]l[ o
1 1 0 o 1 -1 |o R,
1 EA 22 0 22 0 0 0 | 0| [Q2+R 5
2L 0o 0 0 22 0o 22 |0 R,
-1 1 0 0 1 -1 0 R
1 -1 0 22 -1 1+2y2 LBl L0

Reducera systemet genom att stryka raderna och kolumnerna dar D, =0.

B 1 EA[l+22 1 D] [Q Q
:>KredDred_Fredc>ﬁT|: 1 1+2\/§]|:D6:|_|:0:|©|:D:| 2\/_ Kred|:0:|

R Lol AR I et

-1
Kred

Satt in de kdnda forskjutningarna och matrismultiplicera for att fa lastvektorn. Reaktionskrafterna
kan I6sas ut ur ekvation (4), dvs. R, =F, —Q/2.

R, ~0.207

R, ~1.293
F=KD=| °|~

R, 0.207

R, ~0.207

Notera Gterigen att lastvektorn innehdller andra krafter dn reaktionskrafter, som hér t ex nér vi har F, =Q/2+R,.

Matrismultiplikationen KD ger INTE reaktionskrafterna direkt, utan bara lastvektorn, som ér en summa av ALLA laster,

bland andra reaktionskraften som man ofta dr ute efter.

Jag vill uppmdrksamma er pé det hér eftersom det brukar férloras onédigt mdnga tentapodng pa just den hdr missen.

12
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