Ovning 1 Energimetoder, System av Fjadrar Rickard Shen
2013-01-18 FEM for Ingenjorstillampningar, SE1025 rshen@kth.se

1.6 - Castiglianos 2:a Sats och Minsta Arbetets Princip

Bilder ritade av Veronica Watz.

Givet: k = GTE3 (1)

Sokt: 6,

Loésning: Det star att 6, ska berdknas med hjdlp av energimetod baserad pa komplementar elastisk
W o
oM,

energi. Castiglianos 2:a sats, F.S. 5.19,5.53 = ¢, = (2)

Den komplementara elastiska energin behovs, och for raka linjarelastiska balkar géller att:
{ N2 M2 T?  M?  B? }
+ X

F.S.6.52,5. 67 =W ba =j +p

+ + d (3)
5w L2EA  2El 2GA 2GK 2EK

Obs! Notera att det hdr bara dr komplementdra energin i balken, glém inte fjddern!

| det har fallet har vi bara béjmoment. (tvérkraftstermen dr i regel forsumbar fér Idga tunna balkar)
2

M, dx (4)
2El

=Whak = I
X

Snabb repetition fran grundhallfen, finns i F.S. 6.3.
d’M(x) dT(x
2( )_a )=—q(X)
dx dx

g=0=T =konstant = M =Iinjar . obs! Lutningen knycker till vid punktkrafter sisom fjadern.

Inom omraden dir M varierar linjart fas en enkel integral, som finns l&st som F.S. 6.53, s. 67.

:>V_Vba|kZ%[Mi-FMAMB#—Mé]#—%[M;—FMBMC+|\/|é:| (5)
Omrade A-B Omrade B-C
K_/_-?k M
M,q. B
- X - X >

B &

Notera att L iF.S. stdr fér ldngden pG omrddet, inte ldngden pd balken.
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Fjaderns komplementara energi maste ocksa tas med i den totala komplementéra energin.

N
A

[ e
W
W

e & o e o=

> &

Notera att W =W om det dr linjdrelastiskt.

— NS N2 N

W'aerz_—_— 6
e T Tk T 12E) (6)

Nu ser uttrycket for totala komplementara energin ut sahar:

N2 L
+_

12El  6EI

S — S — L
W ot =Wba|kA-B+ij'aaer+Wba|kB-c=E[Mf\+MAMB+M§]+ [M§+MBMC+M5:| (7)

Dags for lite grundhallf! Frilagg och stall upp ekvationer for global jamvikt:

N
L L
MRC £ -)Mﬂ
R
Kraftjamvikt =R=N (8)
Momentjamvikt = M, =M, —NL (9)

(Samtidigt identifierar man att M, =My, M. =M, .)

Global jamvikt gav bara 2 ekvationer, men vi har 3 obekanta (R, Mg, N ), dvs. det ar statiskt

obestamt. Har kan minsta arbetets princip anvandas. Valj ut en av dessa storheter som den statiskt

obestamda. Eftersom exempelsamlingen valt M i sin 16sning ténkte jag valja N . Principen &r

a\N tot

detsamma; 16s ut ett uttryck for N ur =0, dar W ot bara far innehalla N och kinda

storheter.
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Eftersom momenten M, och M. redan &r identifierade och uttryckta i bekanta storheter dr det
bara M kvar att uttrycka i ndgot vi kan jobba vidare med. Det gérs enklast genom att snitta upp och

se vad den blir.

N
A
A B B Cc
del 1 } del 2
Mﬂﬂl Tl Mﬂ[l TlMEL'L DM{,
R TE|
Fran momentjamvikt i del 2 ser man att M; =M, (10)

6El 2 6El

del 1 del 2

2)2 212
(7):L M§+MRMO+M§+M§+MOMO+M§+& =L{M§+MRMO+4M§+%} (11)

fjader

Vivet redan att My =M, —NL frdn tidigare jamvikt, sa satt in det... *rdkna rakna*...

— L ) 3N?L2 )
=W ot ZBE 6M, —3M,NL + (bara N och kidnda storheter kvar) (12)
6Wt°t:0<:>—3MOL+3NL2=O<:>N=% (13)

Nu har vi ett uttryck for N att satta ini(12).
L M, +3M§L{}_M§L{1Z—6+3}_3M§L

Wit =—— o -
* 7 6El 4 21/ | BEIL 2 4EI

{GM[? -3M, (14)

Antligen! Ett uttryck for W ot som kan anvéndas i Castiglianos 2:a sats.

(2) och (14)= 6, = Wer _ 3MoL
oM,  2El

Kom ihag att kolla dimensionerna/enheterna!

[Nl[m]

[N/m? J[m*] - Nm?

=1= ok!
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2.1 - Fjaderelement med 1 DOF/Nod

Bilder ritade av Veronica Watz.
® ke Hemen
’ ®

D1JF1 Dl:r‘}, DEHFE DH

Givet: “Materialdata”: k; =k, =k, =k, =k, =k (1)
D, =0
. F, =
Randbvillkor: (2)
F =
D, =

Notera att for varje nod, fér varje frihetsgrad, ér antingen férskjutningen eller kraften bestdmd. Fria noder, t ex nr 3 i det hdr
fallet, kan ses som noder med pdlagd kraft, dér kraften helt enkelt rékar vara 0.

Pa alla platser dér forskjutningen dr 0, finns det en okdnd reaktionskraft.

Notera dven att stdnger och figdrar dr exakt samma sak, fast fér stdnger anvdnder man “fjdderkonstanten” k = EA/L .

Sokt: Resterande okdanda forskjutningar och reaktionskrafter i systemet.

Losning: Vi vill kunna anvanda F =KD . Systemet bestar av 4 noder, och eftersom varje nod bara kan
forflytta sig i sidled har vi bara 1 frihetsgrad® per nod (problem i 1D). 4-1=4 skvallrar om hur langa
de globala vektorerna blir, samt sidlangden pa den kvadratiska styvhetsmatrisen.

Fl kll k12 kl3 k14 Dl Rl kll k12 kl3 k14 0
= FZ _ I(21 k22 k23 k24 DZ N (2) = P — k21 k22 k23 k24 D2 (3)
F3 k31 k32 k33 k34 D3 0 k31 k32 k33 k34 D3
F4 ‘ k41 k42 43 k44 | D4 R4 k41 k42 k43 k44 0
F K D

Jamfér med “fjaderekvationen” F =Ko .

! Frihetsgrad = degree of freedom (DOF) pa engelska.
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Vi behover uppenbarligen den globala styvhetsmatrisen, vilket bérjar med att man tar fram
styvhetsmatriser for varje enskilt element. Precis som for globala systemet har elementet sin egen

ekvation, F, =K_D,. (4)
O——\N\f\;——o

> K; >

De‘l !Fe‘l Dez :Fez

Elementstyvhetmatrisen "berdknas” allmant sett med den enkla formeln

K -k| & 1 (5)
e,i_i_l 1 .

En férklaring till varfér den ser ut sGhdr kan fds genom att skriva ut (4) lite mer i klartext:
{Fe,l =k (d,,—d,,)
F..=k (_de,l + de,z)
Om d, 6kar lite, dvs. nod 1 ror sig lite Gt héger, kldms fjidern ihop. Kraften man mdste lidgga pd nod 1 fér att kliimma ihop
fiédern dr férstds k -d,. Samma resonemang gdller fér d,, men en rérelse Gt héger i nod 2 betyder utdragning, dérav

motsatt tecken. Gor ett liknande tankeexperiment for kraften i nod 2 for andra raden i elementstyvhetsmatrisen.

Eftersom alla fjadrar i det har systemet har samma fjaderkonstant kommer elementstyvhetsmatrisen
se likadana ut. Elementen innehaller dock olika noder, vilket kommer in vid assembleringen. Som
exempel kan vi ta element 3, som innehaller de globala noderna 2 och 4.

Globalt

Dela upp styvhetsmatrisen och satt in dem pa motsvarande plats i den globala styvhetsmatrisen. Det
hér ar alltsa element 3:s inverkan pa hela systemets beteende.

@@@ ®@ ©
KEj:k{ _}@:ﬂc ! 1@

-1 1@

Global 8 tywhetzmatriz (6)

Hela globala styvhetsmatrisen fas om man summerar alla elementens inverkan, det dr det har som
kallas assemblering.

1 -1 0 O 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 O
-1 1 0 O 0 0 O 0 1 0 -1 0O 0 0 O
K=k +k +k +---+k (7)
0 0 O -1 0 1 O 0 0 O 0 0 1 -1
0O 0 0 O 0O 0 0 O 0 -1 0 1 | 0 0 -1 1
Ke,l Ke,z Ke,a Ke,S

Notera att elementets nummer inte pdverkar ndgot, det ér bara nodernas numrering som avgér var vdrdena ska sdttas in.




Ovning 1 Energimetoder, System av Fjadrar Rickard Shen

2013-01-18 FEM for Ingenjorstillampningar, SE1025 rshen@kth.se
1+1 -1 -1 0 2 -1 -1 0
-1 1+1+1 -1 -1 -1 3 -1 -1

K=k = (8)
-1 -1 1+1+1 -1 -1 -1 3 -1
0 -1 -1 1+1 0 -1 -1 2

Med styvhetsmatrisen kiand och insatt i (3) far vi:

R 2 -1 -1 07[0
P|_ |1 3 -1 -1|D, o)
0 -1 -1 3 -1|| D,
R, 0 -1 -1 2]0

Kolla pa alla rader dar forskjutningarna inte ar 0. Det ger lika manga rader, dvs ekvationer, som
okanda forskjutningar. Om forskjutningen ar okand fran randvillkoren, sa ar kraften kand (vart att
namnas igen). Det har ger ett ganska enkelt ekvationssystem.

P=k(-10+3:D,-1-D, - 10 ) =k(3D, - D,)

= (10)
0=k(-10-1-D, +3-D, + 10 ) =k(-D, +3D,)
Notera att det har fungerar som om vi skulle stryka alla rader dar kraften &r okand, och alla
motsvarande kolonner. Har stryks raderna 1 och 4, och darmed dven kolonnerna 1 och 4.
Ekvationssystemet (3) kan reduceras sa att man kan |6sa ut alla okanda frihetsgrader.
(R 1 i 1 1 1o
R D 1 -1 010
P 41 3 -1 {1||D P 3 -1||D
= =k 2= =k ?lo D, =KAF., ©
0 -1 -1 3 1D, 0 -1 3| D,
R —& +—+—31—6 Frea Kreg Dreg
D 3 1P D 3
I 2 :1; = 2 :3 (11)
D] k 3-3-1.1|1 3|0 D,| 8k|1

Glém inte att invertera k ndr férskjutningarna léses ut!

Nar frinetsgraderna ar kanda ar det bara att utfora matrismultiplikationen med styvhetsmatrisen for
att fa ut krafterna.

'R, 2 -1 -1 0|0 Y
P -1 3 -1 -1||3 1
F=KD < =K P op (12)
0 -1 -1 3 -1|l1[8K 0
R, 0 -1 -1 2|0 Y
P 2
2 Notera att global jamvikt dr uppfyllt < Z F =0.
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2.2 - Fjaderelement med 2 DOF/Nod

Bilder ritade av Veronica Watz, “asse emeritus”.

Ks 30
Ki
/ e ———3
f Ha
st':l bﬂm P
Givet: “Materialdata”: k;, =5k, k, =k, k; =2k (1)
D, =0
F,=-P
. . .. . F=0
Randvillkor (se bilden under for nodnumrering): D. -0
4 =
D.=0
D, =0

Precis som i uppgift 2.1, och alla andra uppgifter, sa dr vet man alltid antingen férskjutning eller pdlagd kraft fér alla
frihetsgrader.

Sokt: Forskjutningar och reaktionskrafter.

Losning: En mycket bra start ar att dopa systemets noder och frihetsgrader sa att man kan referera
till dem. Vi doper sakerna sahar:

Element
1(1
@ Frihetsgrad

FEM kommer att fungera oavsett hur man vdljer att numrera, men smart numrering av noderna ger smalare diagonal i
styvhetsmatrisen efter assemblering, vilket gér den snabbare att invertera.

For att bygga en tegelvagg behovs forst tegelstenar, sa vi borjar med elementstyvhetsmatriserna sa
att vi har nagot att bygga den globala matrisen med. Till skillnad fran uppgift 2.1 kan noderna
forflyttas i bade x- och y-led nu. Det blir lite mer att géra, men det &r inte svarare an att folja
formlerna fran formelbladet.
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Fran formelbladet:

GLOBAL BESKRIVNING FOR ENDIMENSIONELLA ELEMENT

2 I
K,=Fk*™ dir a=|¢ 5S¢ ¢ = cos¢@
e t =
—a A se 52 5 = sing
2 I, = cosg, = (xy,—x,)/L
. m
alternativt  a = 12 1212

My = cos@, = (y,-yy)/L

>

'112’”12 m;j

¥ B 3
L= [(xy=x))"+(yy-»p)

Eftersom vi fatt langder givna borde det undre alternativet enklast att anvanda.

For element 1:

L =+/16a?+9a% =5a

| = 4a/5a =4/5 (2)

m=3a/5a=3/5

al{l I-m}:i{m 12} 5
I-m m?| 25|12 9

16 12 -16 -12

a -a 12 9 -12 -9
K, =5k| * . (4)
’ 5(-16 -12 16 12

-12 -9 12 9

P& samma satt:

10 -10
10 a a 00 0O
a, = 1MNe2 = ’ =k (5)
0 0 -a, a, -1 0 10
0 0 0O
00 0 O
0 0 a, -a 01 0 -1
a, = K, =2k| ° > =2k (6)
01 —a, a, 0 0 00
0 -1 01
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Assemblering! Stycka upp styvhetsmatrisen som i uppgift 2.1. Eftersom det ar flera frihetsgrader nu
per nod sa far varje nod en egen matris istallet for bara ett litet element, principen ar dock
detsamma. Placera de fyra delarna pa motsvarande noder som elementet innehaller. Element tre
innehaller t ex noderna 1 och 3, och darfér hamnar bitarna som har nere i matrisen till hoger.

d1 | =a1 d3 =d3

K- sk| -@1 | a1 +k a | =92 | 42k

8 12 1 2
5 5 5 5
12 12 9
p— _+2 — _ = O _2 - _ B _
5 5 5 16 12 16 -12 O 0
16 12 16+l 12 1 0 12 19 -12 -9 0 -10
5 5 5 5 16 -12 21 12 -5 0
K=k > S 5 _k
129 12 9 0 0 12 9 12 9 0 0
5 5 5 0 0 -5 5 0
0 0 1 0 1 0 | 0 -10 O 0 10 |
0 -2 0 0 0 2
Som vanligt i FEM tar vi fram den hir: F=KD <
R ] [ 1 192 14 2 ( a1 o]
R 1 12 16 12 { 0
-P p 19 -12 -9 ¢ -10|/ D,
0 kl-16 -12 21 1 -H D,
<:> B :r al a¥ 40 a 4 a Fa :> (7)
I'(4 O —1Z —J 1Z ¥ \ L\ U
R i 0 = i T { 0
R —g——1—>0 { % 6|

... sa att vi kan reducera den till...
-P| k|19 -12|/ D, 5P 1 21 121 D, —P|7

= — — S - = = — (8)
0 5/-12 21 || O, k 19.-21-12-12 |12 19| 0 D,| 17k|4

Satt in (8) i (7) och utfér multiplikationen sa ramlar reaktionskrafterna ut.

'R, | 16 12 -16 -12 0 0 |0 R [—4/17 ]
_p 12 19 12 9 0 -10|7 p 1
0| K|-16 12 21 12 5 o0 [4]-p |oO 0
R |"5|-12 9 12 9 o o |omk TR || 317
R, o 0 5 0 5 o0]lo R, 4/17
R] |0 -10 o o o 10]o] R | 1417
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