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(1) Forklara hur man kan anvidnda derivata for att hitta en funktions storsta och minsta
virden!

Losning. Se Persson och Boiers bok, kapitel 4 0

Svar:



2
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(2) Betrakta integralen /
1
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IL’J

1+ a4 de.

A. Berikna en approximation av integralen med hjilp av trapetsregeln och
stegldngden 1.

B. Beriikna integralen exakt, t ex med hjiilp av variabelsubstitutionen 1 + z% = ¢.

Losning. A. Om f(x) = 2°/(1 + x*) sa ger trapetsregeln med stegldngd 1 att integralen
approximeras av

f()+f(2) 1/2+48/17 33
2 B 2 68
B. Vi anviinder substitutionen ¢ = 1 + z*, som ger dt = 423dx och de nya griinserna 2
resp 17, och far

2 3 17
. 171 1. 17
T ge=> Zdt=>(n17—In2)=-In—
A‘Hw4i 4L g At =17 =In2) =73

1-

Svar: A. 33/68

1. 17
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(3) Los differentialekvationen y”(x) + y(z) = z och hitta sedan den 16sning som uppfyller
initialvillkoren y(0) = 3/(0) = 0.
Losning. Vi vet att 16sningens struktur dr y = y;, + y, dér y, dr den allménna 16sningen

till motsvarande homogena ekvation och y,, dr nagon partikuldrlosning.

Forst soks y,, allmiinna 1osningen till y” +y = 0. Karaktiristiska ekvationen r2+1 = 0
har [8sning r = =+, sé y,,(z) = C cos x+ D sin z, diir C' och D ir godtyckliga konstanter.

Sedan soks ¥, dvs nagon partikulédrlosning. Eftersom hogerledet ér z, dvs ett forstagradspolynom,
ansitter vi y, = Ar + B. Déd éry, = A och y;, = 0. Vi fér att y, satisfierar differentia-
lekvationen om och endast om Ax + B = x, vilket &r uppfyllt om och endast om A = 1
och B = 0. Var partikuldrlosning ér alltsd y,(z) = .

Den allménna 16sningen till differentialekvationen i uppgiften ar alltsa
y(x) =Ccosz + Dsinz + x
dir C' och D ir godtyckliga konstanter.

Nu ska vi bestimma konstanterna sé att dven begynnelsevillkoren y(0) = y/(0) = 0 dr
uppfyllda. Vi ser att y(0) = C sd y(0) = 0 &r ekvivalent med att C' = 0.

Om vi viljer C' = 0 sa far vi vidare att y'(0) = 0 om och endast om D + 1 = 0 vilket
gerossatt D = —1.
Den funktion som uppfyller bade differentialekvationen och initialvillkoren ir alltsa

y(r) =z —sinx.

Svar:
y(r) =z —sinx.
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(4) Betrakta funktionen f(x) =

SF1664 Tillimpad envariabelanalys med numeriska metoder - Losningsforslag till Tentamen 2 2013-01-10

1
11—z
A. Bestdm Maclaurinpolynomet (Taylorpolynomet kring punkten origo alltsd) av grad 2
till f.
B. Om f(x) approximeras med Maclaurinpolynomet fran uppgift A i intervallet
0 <z < 1/10, &r det da sant att absolutbeloppet av felet garanterat 4r mindre &n 1022

Losning. A. Vi deriverar och far f'(z) = (1 — 2)72, f"(z) = 2(1 — 2)73, f"(x) =
6(1 — x)~% Det betyder att f(0) = 1, f/(0) = 1, f”(0) = 2 och drfor ér det sokta
Taylorpolynomet

p(z) =1+ 2+ 22
B. Enligt Taylors formel &r

B f(3>(c) 30 _ 6 3
|f(x) — p(x)| = e T

for ndagot tal ¢ mellan 0 och x. Om x ligger i intervallet 0 < z < 1/10 sa giller darfor att

1
|f(z) — p(x)] < Toi 0.1°<2-1073 <1072

Svar: A. p(z) =1+ z + 22 B.JA
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DEL B

(5) Berikna nedanstaende integraler.

2 2
A./ Md:ic.
1

X

B. / T coszdr.
0

Liosning. A. Med substitutionen v = Inx med du = dz/x (grinserna dvergar i 0 resp
In 2) far vi

2 1 2 In2 ) )
/ (In) dzx = / w? du = [u?/3]? = (In2)*/3.
1 0

X

B. Vi anvinder partiell integration och far

K K0
/ rcosxdr = [xsinx]g—/ sinzdr = —2.
0 0

Svar: A. (In2)3/3 B. —2.
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(6) Vi vet fran fysiken att tva elektriska punktladdningar ¢; och ¢o, beldgna pa avstandet r

frén varandra, paverkar varandra med kraften kq,q, /r? for ndgon konstant k. Antag nu att

vi har en tunn homogen stav med lingd L och laddningstéthet ¢ (laddning per langdenhet)

som paverkar en punktladdning () beldgen i stavens forlingning pa avstandet R fran

stavens ndrmaste punkt. Berdkna den kraft med vilken staven paverkar punktladdningen.
(Tips: Dela in staven i sma bitar och rikna pa bidraget fran varje bit.)

Losning. Lat oss infora en x-axel sa att stavens ena dnde ligger vid origo och den andra
dnden vid L. Da har vi punktladdningen vid punkten L + R. Om vi delar in staven i sma
bitar kommer kraftfunktionen att vara ungefir konstant pa varje sadan bit. En liten bit av
staven av langd dx beldgen vid punkten x paverkar da punktladdningen med en kraft som
ar ungefar

Qqdx
(L+R—x)*
Hela kraften fas genom summation av bidragen fran alla dessa bitar och summan ar
en Riemannsumma som vid obegrinsat forfinad indelning gar mot integralen (eftersom
integranden &r kontinuerlig)

/L b Qo [ KkQq 1" _ kQqL
o (L+R-z?"" |L+R-z], R(L+R)

k
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(7) I en vattenreservoar innehallande 1000 kubikmeter vatten har 10 kg av ett giftigt &mne
dumpats och 16sts upp i vattnet. En naturlig rening borjar omedelbart genom att rent vat-
ten tillfors reservoaren i en takt av 100 liter vatten per minut, samtidigt som en avrinning
fran reservoaren sker med 100 liter vitska per minut. Professor P foreslar foljande ma-
tematiska modell for forloppet: Om K (¢) 4r mingden av det giftiga dmnet som finns i
reservoaren vid tidpunkten ¢ minuter efter utslidppet sa giller att

: K(t)

K'(t) = 1000 K(0) = 10.

A. Los professorns initialvdardesproblem, dvs finn den funktion K som uppfyller att

K'(t) = —K(t)/1000 och att K (0) = 10.

B. Diskutera modellens rimlighet.

Losning. A. Diffekvationen kan skrivas K’ + ﬁ[( = (. Karaktiristiska ekvationen

1
T+ 1000 — 0 har 16sning » = —1/1000 sa diffekvationens allmiinna l6sning dr

K(t) = Ce /10,

Initialvillkoret K'(0) = 10 ger att C' = 10 sa 16sningen till professorns initialvirdesproblem
ar alltsa

K(t) = 10e~t/1000,

B. Det stora felet med modellen #r att professorn inte har riknat ordentligt pa hur
mycket féroreningar som ldmnar reservoaren per tidsenhet. Om K (¢) 4r mingden av det
giftiga émnet vid tidpunkten ¢ sa innehaller varje liter viitska K (¢)/10° kg (eftersom 1
kubikmeter dr detsamma som 1000 liter). Per tidsenhet &r det alltsa

K(t)

106
kg av dmnet som lamnar reservoaren sa med andra ord far vi diffekvationen

100 -

dir minustecknet dr sjdlvklart eftersom vi har en minskning.
For att en modell likt denna ska vara rimlig krivs ocksa att vitskan i reservoaren hela

tiden halls ordentligt blandad, sa att det &r samma koncentration av féroreningen overallt.

Det kanske &r en nagot idealiserad bild av verkligheten.
g

Svar: A. K(t) = 10e~*/19% B, Se 16sningen.
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1/n

(8) Hur ska man viélja det positiva heltalet n for att n'/™ ska bli sa stort som mojligt?

Losning. A.Lat f(x) = x'/*. D4 kommer f att vara en deriverbar funktion for alla z > 0
och for alla positiva heltal n har vi att f(n) = n'/". Med hjilp av logaritmering kan vi
skriva

fla) = e

me 1—1Inzx
Fla) =¥ 2t

Vi ser att f'(x) = 0 om och endast om x = e. Ett teckenstudium av derivatan ger:

Vi deriverar och far

Da 0 < z < e giller att f/(x) > 0 vilket betyder att f dr strdngt vixande hér.
Da z > e giller att f'(z) < 0 vilket betyder att f ir striingt avtagande hér.
Vidare observerar vi att f(1) = 1 och lim,_,., f(z) = 1.

Det foljer av ovanstaende att f tar sitt storsta virde for x = e. Det foljer ocksa (da
3 > e)att 33 > n'/” for alla heltal n > 3. Med andra ord: inget av de heltal n som &r
storre 4n 3 kan maximera n'/”. De enda heltal som kan komma ifriga ir alltsi 1, 2 och
3. Men vi kan direkt ocksa avfirda 1 eftersom f(1) < f(2) enligt teckenstudiet ovan (da
2 <e).

Vi vet alltsd nu sikert att n'/" (n heltal) maximeras av n = 2 eller n = 3. Med hjilp
av ovanstaende undersokningar och elementéra omskrivningar har vi att

o1/ = 92/4 — 4V = f(4) < f(3) = 3V/3.
Vi drar slutsatsen att om n 4r ett positivt heltal s& maximeras n'/" da n = 3.

Svar:n =3



