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SF1664 Tillimpad envariabelanalys med numeriska metoder
Losningsforslag till Tentamen 1 2013-01-09

(1) Lat f(x) = v/3x — 1. Bestim inversen till f. Bestdm ocksa inversens definitionsméngd
och virdemingd.

Losning. For att hitta inversen sitter vi y = f(z) och forsoker 16sa ut z. Vi observerar
forst att y > 0 dr ett krav. For sadana y giller:

y*+1
y=V3r—1l<=¢y?=3r -1+ =
. . yr+1
Vi ser att inversen f~! gesav [~!(y) = — for y > 0.
Viharatt Dy = Vy = [0,00) och V-1 = Dy = [1/3,00).
]
2
1
Svar: [ (y) = L=y > 0

Dg-1 =[0,00) och V-1 = [1/3, 00).
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(2) Bestim en ekvation for tangenten till kurvan y = 2® — 3z + 1 i den punkt pa kurvan dér
z-koordinaten &r 2.

Losning. Vi deriverar och far f'(z) = 3% — 3 och alltsd f'(2) = 9. Vi observerar att i
den punkt pa kurvan dir xz-koordinaten ér 2 sa ir y-koordinaten f(2) = 3. Tangentens
ekvation far vi nu med hjélp av enpunktsformeln for linjens ekvation till

y—3=9-(x—2)
vilket dr ekvivalent med

y =9z — 15.

Svar: y =92 — 15
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(3) Antar funktionen f(x) = z%e* ndgot storsta eller minsta virde nir z varierar i intervallet
—4 < 1 < 4 7 Bestdm i sa fall dessa.

Losning. Funktionen dr kontinuerlig och intervallet slutet och begridnsat vilket gor att
funktionen maste anta bade ett storsta och ett minsta virde. Dessa kan antas i kritiska
punkter, dndpunkter pa intervallet eller i punkter dir derivata saknas. Vi deriverar och
far f'(z) = 2ze™ — 2%e™® = x(2 — x)e ", som existerar for alla aktuella x. Derivata
saknas alltsd ingenstans. Vi ser att f’(z) = 0 om och endast om z = 0 eller z = 2.
Andpunkterna pé intervallet #r +4. Storsta och minsta virde, som sikert finns, maste
alltsa vara med bland dessa funktionsvirden:

f(—4) = 166", f(0)=0, [f(2)=4e> [f(4)=16c".
En jimforelse mellan dessa virden ger nu att det storsta virdet dr f(—4) = 16e* och det

minsta virdet dr f(0) = 0.
O

Svar: storsta virdet dr 16e* och det minsta virdet ér 0.
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COS T

w/2
(4) Berikna dessa integraler. A. / —_—
o Ll+sinz

3
dx. B./ xInxde.
1

Losning. A. Vi anvinder substitutionen ¢ = 1 + sin x och far

"2 cos 2 dt
[P [
o l+sinx 1t

B. Vi anvinder partiell integration och far

i S 9 9
/ zlllzdxz[(z2/2)ln:v]§’—/ §d1’=51113—[1'2/4]‘;’:51113—2.
1 1

Svar: A. In2. B. gln?) — 2.
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DEL B

(5) Med Newton-Raphsons metod for att approximativt 16sa ekvationen f(z) = 0 ska man
borja med ett startvirde x( och far sedan successiva approximationer till 16sningen genom
formeln

Tp+l = Tp — f’(l‘ )
n

Forklara varfor formlen ser ut som den gor!

Losning. Se Persson och Boiers lidrobok sid 245.

Svar:
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(6) Lat f(z) = zln|x|.
A. Bestdm definitionsméngden till f.
B. Berikna lim,_,( f(x) och lim, 1, f(2).
C. Bestdm alla lokala extrempunkter till f.
D. Skissa kurvan y = f(z).
E. Bestim virdemingden till f.

Losning. A. Definitionsmingden bestar av alla = for vilka x In |z| dr definierat, dvs alla
x # 0.

B. lim, o f(z) = 0 (standardgrinsvirde), lim, ., f(z) = oo (uppenbart eftersom
bada faktorerna gar mot oo), lim, , ., f(x) = —oo (uppenbart eftersom forsta faktorn
gar mot —oo och andra faktorn mot co).

C. Vi deriverar och far f'(z) = In|z| + 1 som existerar for alla = # 0. Vi ser att
f'(xz) = 0 om och endast om In |x| = —1 dvs om och endast om || = 1/e dvs om och
endast om = = +1/e. Ett teckenschema for derivatan ger:

Omz < —1/esdir f'(x) > 0 sd det foljer att f #r striingt viixande hér.

Om —1/e <z < 0sdidr f'(x) < 0sadet foljer att f dr stringt avtagande hér.
Om0 <z < 1/esadr f'(x) < 0sadet foljer att f dr stringt avtagande hér.
Omx > 1/esdir f'(x) > 0 sé det foljer att f &r stringt vixande hér.

Av ovanstaende foljer att f har exakt tva lokala extrempunkter, ett lokalt max i —1/¢
och ett lokalt mini 1/e.

D. Kurvan kan nu skissas:

E. Eftersom f(1/¢) = —1/e och lim, ., f(z) = oo och f ir kontinuerlig pa interval-
let x > 1/e sa antar f alla tal storre 4n —1/e som virden. Eftersom f(—1/e) = 1/e och
lim, , . f(z) = —oo och f #r kontinuerlig pa intervallet z < —1/e sé antar f alla tal

mindre dn 1/e som vérden. Darfor ér virdemingden till f alla reella tal, dvs R.
O
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(7) Lat f(z) = 2* — cosz. Hur manga l6sningar har ekvationen f(z) = 0 pa intervallet
0<2<10?

Ldsning. Vi observerar forst att f(0) = —1 (som dr mindre 4n noll) och f(10) = 100 —
cos 10 (som ir storre dn noll). Eftersom f #r kontinuerlig pa intervallet [0, 10] foljer av
satsen om mellanliggande virden att det finns minst ett x mellan 0 och 10 sadant att
f(z) = 0. Minst en 16sning alltsa!

For att undersoka om det finns fler I6sningar gor vi ett derivatastudium. Vi deriverar
och far f’(z) = 2z + sin x som existerar for alla aktuella z. Kan derivatan bli negativ? Vi
deriverar en géng till och far f”(x) = 2+ cos x som uppenbart ér storre én eller lika med
1 for alla z. Eftersom andraderivatan &r positiv sa foljer att derivatan &r strangt vixande,
och eftersom f’(0) = 0 sa manste f'(x) > 0 i hela intervallet 0 < = < 10. Av detta foljer
att f dr stringt vixande i intervallet 0 < z < 10 och dirfor kan ekvationen f(x) = 0 inte
ha mer &@n en 16sning.

Ekvationen f(z) = 0 har exakt en 16sning i intervallet 0 < z < 10. O

Svar: Ekvationen f(z) = 0 har exakt en 19sning i intervallet 0 < z < 10.
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(8) Vilket r storst, 37 eller 72 ?

3
Losning. Sitt f(r) = —. Dd dr f(3) = 1 och vi kan svara p frigan i uppgiften genom
T

att ta reda pd om f(m) = 3™ /73 ir storre eller mindre #n 1. Vi deriverar och far

3,xIn3 2 xIn3 2, xln3
oy et In3 — 3z 2% (rIn3 - 3)
f (‘L) - 76 - 76
(dér vi har anvint omskrivningen 3% = e*!»3), Eftersom In 3 > 1 s giller att f'(z) > 0
for x > 3. Det foljer att f &r stringt vixande da = > 3. Speciellt dr da
3'71'
—=[f(m)>f(3)=1

3
Alltsé dr 3™ storre dn 7°. O

Svar: 37 dr storre dn 7.



