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(1) Ge en precis matematisk forklaring av vad som menas med en Riemann-summa.
Losning. Se Persson och Boiers bok, sid 299-300.

Svar:
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1
(2) Betrakta integralen ! /0 T2

A. Berikna en approximation av integralen med hjilp av trapetsregeln och
steglingden 1/2.

B. Beriikna integralen exakt med hjilp av variabelsubstitutionen 2 = t.

dx.

Losning. A.Om f(z) = z/(1+ %) sa ger trapetsregeln med steglingd 1/2 att integralen
approximeras av

L(fO)+2f(1/2)+ f(1) 10+16/17+1/2 49
2 2 2 2 136
B. Vi anviinder substitutionen u = 22, som ger du = 2xdx och de nya griinserna 0 resp
1, och far

oC

1 1
1 1 1
/ * da::—/ dt:—arctanlzz
o 1+a4 2 )y 1+1¢2 2
49

Svar: A. —
var 136

B. /8
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1
(3) Betrakta differentialekvationen y'(z) + Ey(m) = x med initialvillkoret (0) = 2.

For y(x) som loser differentialekvationen och uppfyller initialvillkoret, gor foljande:

A. Beriikna en approximation av y(1) numeriskt med hjilp av Eulers metod och
steglingden 1/2.

B. Beriikna y(1) exakt genom att 16sa differentialekvationen och hitta den 1sning som
ocksa uppfyller initialvillkoret.

Losning. A. Vi observerar att vi 1 forsta steget ska anvidnda en rit linje genom punk-
ten (0, 2). Riktningskoefficienten fas med hjilp av differentialekvationen till —1 (y' =
—y/2 + x dér vi har y = 2 och z = 0). Den rita linjen blir alltsa

y=—x+2
Med denna far vi approximationen
1 3
1/2)~ —=—+2=—.
y(1/2) = -5 +2=7

I andra steget ska vi anvinda en rit linje genom punkten (1/2,3/2). Riktningskoef-
ficienten fas med hjilp av differentialekvationen till —1/4 (y = —y/2 + x dér vi har
y = 3/2 och x = 1/2). Den riita linjen blir alltsa

1 N 13
=——z+ —.
YT
Med denna far vi approximationen
1 13 11
D ——+—=—

B. Vi vet att 16sningens struktur dr y = vy, + y, dér y;, dr den allménna 16sningen till
motsvarande homogena ekvation och y,, dr ndgon partikuldrlosning.

1
Forst soks y,, allméinna 16sningen till y' + Y = 0. Karaktiristiska ekvationen r +
1/2 = 0 har 16sning r = —1/2, sd y,,(x) = Ce~*/2, diir C ir en godtycklig konstant.
Sedan soks ¥, dvs nagon partikulédrlosning. Eftersom hogerledet ér z, dvs ett forstagradspolynom,
ansitter vi y, = Az + B. Ddidry, = A. Vi fér att y, satisfierar differentialekvationen om

och endast om A + (1/2)(Ax + B) = z, vilket dr uppfyllt om och endast om A = 2 och
B = —4. Var partikuldrlosning ér alltsa y,(z) = 2z — 4.

Den allménna 16sningen till differentialekvationen i uppgiften ar alltsa

y(z) = Ce ™/ 4 22 — 4,
dir C ér en godtycklig konstant.
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Nu ska vi bestimma konstanten C' s att dven begynnelsevillkoret y(0) = 2 &r uppfylt.
Vi ser att y(0) = C' — 4 sa y(0) = 2 ér ekvivalent med att C' = 6.

Den funktion som uppfyller bade differentialekvationen och initialvillkoret dr alltsa

y(z) = 6e7% + 22 — 4
och vi ser att

y(1) =6e7 V2 —2=— -2

Sle

Svar: A.11/8B.6e™ /2 — 2
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(4) Betrakta funktionen f(z) = In(1 — ).
A. Bestdm Maclaurinpolynomet (Taylorpolynomet kring punkten origo alltsa) av grad 3 till f.
B. Om f(z) approximeras med p(z) i intervallet 0 < z < 1/10, dr det da sant att absolut-
beloppet av felet dr mindre &n 10737

Losning. A. Videriverar och far f'(z) = —(1—x) 7%, f"(z) = —(1—2) 2, f"(z) = —2(1—x)
och fW(z) = —6(1 — z)~*. Det betyder att £(0) = 0, f'(0) = —1, f"(0) = —1, f”(0) = =2
och dirfor dr det sokta Taylorpolynomet

22 8
plz) = —x — 9 3
B. Enligt Taylors formel dr
. f(4)(c) 4| 6 4
1) =t = || = e

for ndgot tal ¢ mellan 0 och z. Om z ligger i intervallet 0 < z < 1/10 sa giller dérfor att

|f(z) —p(z)| < 0.1 <1073,

4.0.94

Svar: A. p(z) = —z — 2?/2 — 2% /3 B. JA
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DEL B

(5) Berikna nedanstaende integraler.

1
A./ tanx dx.
0

oo
B./ ze Tdx.
0

Losning. A. Eftersom tanx = sinz/cosx dr det lampligt att anvinda substitutionen

u = cosx med du = — sin xdx (grinserna overgar i 1 resp cos 1) och vi far
1 1 _: cos 1
sin —du .
tanz dr = dr = —— = [-Inu)$*!' = —Incos 1.
Jo Jo cosx 1 u

B. Vi anvinder partiell integration och far

00 R R
/ re "dr = lim rve " dr = lim ([—ze "]} +/ e ?)=1.
0 0

R—o0 0 R—o0

Svar: A.Incos1B. 1.
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2

(6) Funktionen F'(z) = mng beskriver, for z > R, jordens dragningskraft pa en kropp
med massan m pa avstéimndet x fran jordens medelpunkt (¢ &r tyngdaccelerationen och
R jordens radie). Om man forsummar luftmotstandet, hur stort arbete krévs for att fora
massan m fran jordytan och ut i rakt ut i rymden, dvs mycket langt bort fran jordens
medelpunkt?
(Dela in strickan i sma bitar. Fran fysiken vet vi att vid konstant kraft och rak viig ges

arbetet av kraften (i viigens riktning) ganger strickan. )

Losning. Massan ska forflyttas strickan fran R till co. Dela in strickan i sma bitar. Pa en
liten bit av ldngd dx vid punkten x ér kraften ungefir konstant och lika med mgR?/z?.
Arbetet vid forflyttningen striickan da ér da (mgR?/z?*)dz. Hela arbetet f&s genom sum-
mation till

* mgR? X mgR?
/ 92 dr = lim 92 dz = lim [-mgR?/x]% = mgR.
JR i X—)OO! R T ’

X—oo

Svar: mgR
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(7) En matematisk modell f6r en plan pendel (en punktformig massa upphingd i en tunn trad

av langd L meter) ges av differentialekvationen

y'(t) + Fsiny(t) = 0.

dir y(t) 4r utslagsvinkeln i radianer vid tiden ¢ och ¢ ér tyndaccelerationen. For sma y
kan man gora approximationen sin y = y och da far man den betydligt enklare differen-
tialekvationen

y'(t) + Fy(t) = 0.

A. Forklara kort varfér man kan gora approximationen sin y ~ y for sma vinklar y. Hur
stort dr felet i den approximationen?

B. Bestim y/(¢) med hjilp av () om pendeln vid startdgonblicket (da ¢ = 0) har utslags-
vinkeln 0.3 radianer och hastigheten 0 m/s.

Losning. A. Med hjilp av Taylors formel (dér vi Taylorutvecklar sin y kring origo) far vi
att

—C0SC 4
3! y 2

for nagot tal mellan 0 och y. Det betyder att sin y ~ y med ett fel som till absolutbeloppet

dr (cos ¢/3!)y? vilket &r mindre #n y3/6.

siny =y +

B. Diffekvationen ér linjir, homogen med konstanta koefficienter. Karaktiristiska ek-
vationen 12 + g/L = 0 har lésning r = +iy/g/L sa diffekvationens allméinna ldsning

dr
y(t) = Acos 4/ %t + Bsin 4/ %t.

Derivatan av detta &r: y/(t) = %(—A sin %t + B cos 4/ %t)

Vid ¢ = 0 ska utslagsvinkeln vara 0.3 rad och hastigheten 0: detta ger initialvillkoren
y(0) = 0.3 och 3/(0) = 0. Det senare, y'(0) = 0 ger att B = (. Insiittning av detta i
uttrycket for y och anviandande av det forsta villkoret ger att A = 0.3.

g

Svar: y(t) = 0.3 cos t

==
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(8) Ien punkt pa kurvan y = e~*, x > 0, dras en tangent till kurvan. Koordinataxlarna bildar
tillsammans med tangenten en triangel. Vilken &r den storsta area en sadan triangel kan
ha? (Ur Persson och Boiers: Ovningar i analys i en variabel)

Lésning. A.Lat f(x) = e *. Da dr f'(z) = —e *. Om vi drar tangenten i den punkt pa
kurvan da z-koordinaten #r a och y-koordinaten e, s har tangenten lutning f’(a) =
—e~®. Tangentens ekvation blir da

y—e *=—e%z—a).
Denna tangent skiir y-axeln i punkten (0, (e + 1)e~*) och z-axeln i punkten (1 + a, 0)..

Arean A av den triangel som bildas beror pa vilken punkt pa kurvan man utgick ifran,
dvs dr en funktion av a. Vi har att

Ay = @

Vi ser att A(0) = 1/2 och lim, ., A(a) = 0. Vi deriverar och far

Afa) - %(2((1 +1)e ; (a+ 1)26_“)7
som existerar for alla a > 0. Vi ser att i intervallet « > 0 giller att A'(a) =0 <= a = 1.
For 0 < a < 1idr A'(a) > 0sa A &r vixande hir och fora > 1 dr A'(a) < 0sd A dr
avtagande hir. Storsta virdet maste alltsa tas dd a = 1 och ér A(1) = 2¢~! O

Svar: Max area dr A(1) = 2/e




