SF1663 Tillampad linjar algebra med numeriska metoder
Kortfattat Losningsforslag till Tentamen 2012-10-19

-DEL A ——
1. Betrakta matrisekvationen
-2 0 -1 2 1
2 1 21 X=10 3
1 2 2 -1 2

déar matrisen X ar obekant.

A. Vilken storlek (dimension) har X7
B. Los matrisekvationen.
C. Skriv ett matlabprogram som léser ekvationen och skriver ut resultatet.

Losning:

A. For att multiplikationen i vénsterledet ska vara definierad och ha som resultat
en matris av storlek 3 x 2 som i hogerledet sa maste X ha 3 rader och 2 kolonner.
Storleken &r alltsa 3 x 2

B. Vi inverterar forst 3 x 3-matrisen i vésterledet med hjilp av Gausselimination.
Om vi kallar den matrisen for A och enhetsmatrisen av storlek 3 x 3 for E, sa har
vi proceduren (A|E) ~ (E|A™Y) Vi far

20 -1 100 100 -2 -2 1
2 1 2 01 0|~n~n|010 -2 -3 2],
1 2 2 00 1 001 3 4 -2

dér vi pa punkternas plats har utfort elementéira radoperationer. Den sokta inversen
ar alltsa

0
1

-2 -2 1
-2 =3 2
3 4 =2

Om vi multiplicerar matrisckvationen i uppgiften fran vénster med denna matris far
vi

-2 =2 1 2 1 -5 —6
X=1|-2 -3 2 0 3]=1-6 -7
3 4 =2 -1 2 8§ 11



2. Parallellogrammet i figuren har hérnpunkter i P = (2,1,2), @ = (0,3,2)
och R=(1,-1,1).

A. Bestam koordinaterna for hornpunkten S.
B. Bestam parallellogrammets area.

Losning.
A. Koordinaterna for S ges av (1,—1,1) 4+ (0,3,2) — (2,1,2) = (—1,1,1)

B. Parallellogrammet spénns upp av vektorerna PQ och PR. Arcan ges av |PQ x
PR|. Vi far alltsa

-2 —1 -2
Arcan = 2 x| =21l=1|-2]|=V44.
0 —1 6

3. Givet planet 20 —y + 3z = 1.

A. Avgor om planet innehaller punkten (1,—1,—1).
B. Bestam en normalvektor for planet.
C. Bestdm en vektor som &r parallell med planet.

A. Eftersom 2-1—(—1)+3-(—1) # 1 sa innchaller planet inte punkten (1, —1, —1).
B. Vi ldser av en normalvektor direkt fran planets ekvation och far att

2
-1
3

ar en normalvektor till planet.

C. Vilken vektor som helst som &r ortgonal mot normalvektorn &r parallell med
planet. T ex &r vektorn

1
2
0
parallell med planet eftersom
1 2
2 -1 =0



4.  Tva linjara avbildningar S och T" har matriserna

1/4 -3 1/3 1

A. Vilken matris har den sammansatta avbildningen dér S utfors férst och
dérefter 17
B. Bestdm en vektor u sadan att T'(u) = (1,2)

Losning. A. Den sammansatta avbildningens matris dr produkten av de ingaende
avbildningarnas matriser. Eftersom S ska utforas forst blir den sammansatta avbild-

ningens matris:
1 /3 1 4 =3 I (9 —13
BA=25 (2 1) (—3 —4> 25 (5 —10)'

T(w) = T(ur, us) = (1,2) é (g i) (Z;) _ G) |

Vi loser ekvationssystemet med Gauss-elimination och far

3/5 1/5 1 o 1 0 =5
2/5 1/5 2 01 20/°
Den sokta vektorn ar alltsa
u— -5
S \20 /)

5. For vilka virden pa konstanten a har ckvationssystemet

B. Vi har att

r+3y—az=1
ar+4y—2=0
r+4y—4z2=2

exakt en 16sning?

Losning. Ekvationssystemet har exakt en 16sning om och endast om determinanten
av koefficientmatrisen dr nollskild. Vi far

1 3 —a 1 3 —a
detla 4 =1 =det |0 4—3a a®>—1| =—4a®+ 16a — 15,
1 4 —4 0 1 a—4



som dr # 0 om och endast om a # 3/2 och a # 5/2.

Ekvationssystemet har alltsa exakt en 1osning for alla a utom 3/2 och 5/2.

6. Bestdm den funktion pa formen p(x) = ¢; + cpr? som biist anpassar till
foljande virden
X ‘ -1

y|1

i minstakvadratmening.
Losning. Vi far foljande 6verbestimda ckvationssystem

(&1 +CQ . (—1)2 =1

c1+ ¢ 12 =2
c1+ 22 =3 ’
L4022 =14
vilket kan skrivas
11 1
11 2
1 4 3
1 4 4
Om vi kallar koefficientmatrisen for A, (c1,c2)? for x och hogerledet for b sa blir

normalekvationen AT Ax = ATb:

(i ) (2) - (1)

Vi léser ekvationssystemet med Gausselimination och far ¢; = 5/6 och ¢o = 2/3.
Den sokta funktionen &r déarfor

7. Bestam tva olika vektorer u och v som bada avbildas pa vektorn w =
(2,—2,1) under en ortogonal projektion pa linjen (x,y, z) = (2, -2, 1).

Losning. Vi observerar forst att w dr riktningsvektor for den linje pa vilken den or-
togonala projektionen sker. Projektionsformeln ger att den ortogonala projektionen
av en vektor z pa vektorn w ges av



—=W.

wl?
Med z = (21, 29, 23) och w = (2, —2, 1) far vi att z avbildas pa w under den aktuella
ortogonala projcktionen om och endast om

2 2
2| =-2
1 1

Det finns manga vektorer z som uppfyller detta samband. Vi kan t ex ta

221 — 229 + 23
9

1 4
z=11 och z=10
9 1

Sa u = (1,1,9) och v = (4,0,1) &r tva olika vektorer som bada projiceras pa w
under en ortogonal projektion pa linjen (z,y, z) = t(2, -2, 1).
8. Bestdm en linje (i parameterform) som skir bada linjerna

b (x,y,2) =(—1,0,1) +¢(1,2,1)
by (x,y,2) =(2,1,1) +¢(0,1,2)
under rét vinkel.

Losning. En vektor som &ér ortogonal mot bade ¢; och £ &r

1 0 3
v= 12| x |1 =1[-2
1 2 1

Denna vektor kan vi ta som riktningsvektor fér den sokta linjen — da blir den
vinkelrdt mot de bada andra. Var linje maste alltsa fa en ckvation pa formen
(r,y,2z) = (a,b,¢) + t(3,—2,1) for nagra tal a, b, c. Nu maste bestimma a, b, ¢
sa att var linje ocksa skir de andra bada linjerna.

Vi kan utga fran en punkt pa ¢;. Denna punkt har koordinater (—14r,2r, 1+ ) for
nagot virde pa parametern r. Om vi startar i denna punkt och gar i den riktning
som anges av v hoppas vi komma fram till nagon punkt pa f;. Denna punkt har
koordinater (2, 1+ s, 14 2s) for nagot viirde pa parametern s (observera att vi maste
anvénda olika parametrar for de olika linjerna). Villkoret for att var linje ska skéra
de bada andra linjerna blir alltsa att:

(=14+r2r1+7r)+t3,-2,1) = (2,1 +s,1+2s)
ska vara uppfyllt for nagot virde pa parametrarna r, s och ¢t. Vi far ekvationssystemet



—1+r+3t=2

2r—2t=1+s ,

1+r+t=1+42s
som ocksa kan skrivas

r+3t=3
2r—s—2t=1
r—2s+t=20

Vi léser detta med Gausselimination och far att det har en unik 16sning r = 3/2,
s=1,t=1/2.

Den sokta linjens ekvation blir darfor (z,y, z) = (1/2,3,5/2)+t(3, —2, 1). Denna lin-
je ar ortogonal mot de bada givna linjerna och skér den forsta i punkten (1/2,3,5/2)
och den andra i punkten (2,2, 3).



