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SF1664 Tillimpad envariabelanalys med numeriska metoder
Losningsforslag till Tentamen 1, 2012-10-16

(1) Funktionen f(t) = 3¢~%/?% beskriver, for ¢ > 0, mingden i mg av ett visst radioaktivt
dmne vid tidpunkten ¢ timmar.

A. Avgor om f ir inverterbar och bestim inversen f~!, om den finns.

B. Bestdm halveringstiden for @mnet.

3 —/200

Lésning. A. Vi deriverar och far f'(t) = ———e som existerar och #r negativt for

alla ¢ 1 definitionsmingden for f, dvs for alla reella tal ¢ > 0. Det foljer att funktionen
f dr strangt avtagande. Det betyder att f dr injektiv och har invers. Vi beriknar inversen
genom att siitta y = f(¢) och 16sa ut ¢:

y = ft) =y =3t

Yy —t/200
—Z=¢
3
Y t
= hs=——
"3 7 200
— 200l %=t
Inversen f~! ges alltsd av f~!(y) = —2001n(y/3). (Detta visar ocksa att inversen exi-
sterar.)

B. Halveringstiden &r den tid det tar for médngden av dmnet att halveras. Eftersom
f(0) = 3 mg sa &r halveringstiden den tidpunkt 7" da f(7") = 3/2 mg. Vi soker denna
tidpunkt 7" och far att

3 T 1
T) =2 —T/200 — 3/9 ——— =1In- T =2001n2.
f() 2<:>3e 3/2 <— 500 = 05 = 00 In

Svar: A. Ja, f'(y) = —2001n(y/3). B. Halveringstiden &r 200 In 2 timmar.
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(2) Lét f(z) = tanz. Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan y = f(x) i den punkt pa
kurvan som har z-koordinat 7 /3.

Losning. Forst obeserverar vi att f(7/3) = tan(r/3) = /3. Den punkt pa kurvan i
vilken vi ska ta tangenten r alltsd (7/3,v/3). Direfter deriverar vi och far att f'(z) =
1 + tan®z, vilket betyder att f’(w/3) = 4. Tangenten #r d& den linje genom punkten
(7/3,/3) som har riktningskoefficient 4. En ekvation for tangenten ar darfor

y—\/§:4(x—g).

Svar:y—\/§:4(x—g>.
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(3) Lét f(x) = In(1 + 2?) — arctanz. Avgdér om [ antar ndgot storsta respektive minsta
virde och bestdm i forekommande fall dessa.

Losning. Vikonstaterar forst att definitionsméngden for f dr alla reella tal x. Vi deriverar
och far

2 1 2¢ — 1

!
x = _ =
(@) 1+22 1422 1422
vilket existerar for alla reella tal x. Vi ser vidare att

1
f’(x):O<:>2:1:—1:O<:>:L’:§.
Vi teckenstuderar derivatan:
Omz < 1/2saidr f'(x) < 0, vilket ger att f &r stringt avtagande pa detta intervall.

Omx > 1/2saidr f'(x) > 0, vilket ger att f &r strangt vixande pa detta intervall.

Det foljer av ovanstaende att f tar sitt minsta véirde i z = 1/2 och detta minsta virde
ar f(1/2) = In(5/4) — arctan(1/2). Av gransvirdesberdkningen lim, ;. f(z) = oo
foljer att f inte tar nagot storsta virde.

O

Svar: Storsta virde saknas, minsta virde dr f(1/2) = In(5/4) — arctan(1/2)
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(4) A. Beridkna med hjélp av partiell integration integralen

1
/ xe Tdx.
0

B. Berikna med hjilp av substitutionen ¢ = cos x integralen

/3
/ cos® z sin z dz.
0

Losning. A. Vi anvinder partiell integration och far

1 1

2
/ e dr = [—xe "] — / —edr=—e'—[ej=—et -t +1=1-".
0 0

(&

B. Med substitutionen ¢ = cos z far vi att dt = — sin z dx, samt att de nya grinserna
for ¢ blir 1 resp 1/2. Darfor kan vi berdkna integralen:

/3 1/2 1 15
/ cos3xsinxdx—/ —t3dt—/ Bdt = —.
0 1 1/2 64

2
Svar: A. 1 — - B. 15/64
€
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DEL B

(5) Lat f(z) =2+ 2 — 3.
A. Visa att ekvationen f(x) = 0 har exakt en losning z i intervallet 1 < 2 < 2.
B. Approximera 16sningen med hjédlp av Newton-Raphsons metod. Anvénd startvirdet
o = 1, gor tva iterationer av metoden och svara med 5.

Lésning. A.Funktionen f ir ett polynom och alltsa kontinuerlig 6verallt. Eftersom f(1) =
—1 och f(2) = 7 ger satsen om mellanliggande virden att det finns ett x mellan 1 och 2
sadant att f(z) = 0. Att det inte kan finnas tvé sddana x foljer av att f'(z) = 32°+1 > 0,
vilket medfor att f dr stringt vixande.

B. Newton-Raphson sédger att

Med zy = 1 far vi

5}

Kor vi metoden en gang till far vi

=

125 5}
6o Tag—o 442 17
3241 364 14

oy =2
,2—4

Svar: A. Se 19sningen. B. 17/14.
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Lat f(t) = M te~"*/v* diir M och i ar positiva konstanter. Teckenstudera derivatan,
beriikna grinsvirdena i 0o och avvgor om f har nagot storsta respektive minsta virde.
Skissa sedan grafen y = f(¢).

Losning. Vi observerar forst att definitionsméngden till f &r alla reella tal ¢. Vi deriverar
och far

2t 212
() = Me P/ 4 Mte=t /0 (——2> — Me /¥ <1 — —2> ,
7 7

som existerar for allat. Vi seratt f/(t) = 0 <= t = +y/+/2. Vi gor nu ett teckenstudium
av derivatan och fér:

Om t < —u//2 s dr f'(t) < 0 och det foljer att f ir stringt avtagande pa detta
intervall.

Om —p/v/2 < t < p/v/2sddr f'(t) > 0 och det foljer att f ir stringt vixande pa
detta intervall.

Om p1/v/2 < tsair f'(t) < 0och det foljer att f ir striingt avtagande pa detta intervall.

Eftersom lim; ., f(¢) = 0 (standardgrinsvirden) kan vi nu dra slutsatsen att f har
ett storsta virde som ar f(p/v/2) = M /+/2e och ett minsta virde som ir f(—pu/v/2) =
—Mup/ V2e.

Vi kan nu skissa grafen y = f(¢):

-2

-3

_44

(Obs: i denna graf har vi valt specifika virden pa de positiva konstanterna M och g,
men det kvalitativa utseendet hos grafen &r likadant oavsett vilka virden man viljer.) [J

Svar: Storsta virdet dr f(u/v/2) = Mu/+/2e och minsta virdet dr f(—u/v/2) =
—Mup/ V/2e¢. Grafen ses ovan
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(7) A.Lat f(x) vara definierad genom

—1/22 ]
@) = {e dax #0

Gar det att bestimma konstanten a sa att f blir kontinuerlig i origo? Om det gar, gor det!

a diz=0

B. Berikna grinsvirdet

) LUH -1
lim .
z—1 r—1

Losning. A. For att f ska vara kontinuerlig i origo dr det nodvindigt och tillrdckligt att
lim, o f(z) = f(0). Vi ser direkt att f(0) = a. Nér x gér mot noll sd gar 1/2* mot
odndligheten och av detta foljer att
lim f(z) = lim e~ "/*" = 0.
z—0 z—0
Om vi viljer a = 0 far vi alltsa att lim,_,o f(x) = f(0) och f blir kontinuerlig.

B. Om f(z) = 2™ sé dr f'(z) = 112" och speciellt s& 4r f/(1) = 11. Men enligt
derivatans definition sa &r

-1
/ J—
F)= il—{r} r—1"
vilket dr grinsvirdet i uppgiften. Det foljer att
11
-1
lim ~11.
x—1 1 — 1

Svar: A.a=0B.11
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(8) En sférisk vattenbehallare med radien 1 m fylls med vatten i en takt av 0.4 kubikmeter

per timme. Hur snabbt stiger vattenytan i det 6gonblick da djupet i tanken &r 0.3 m?
h3
Tips: Sambandet mellan volymen V' och vattendjupet h dr V = 7(h* — E)
Losning. 1det givna sambandet mellan V' och & konstaterar vi att bade V' och h forindras
med tiden, dvs ér funktioner av ¢. Vi deriverar det givna sambandet med avseende pa ¢

och far

Vi) = n (2h(t)h/(t) _ %W) |

Det vi soker dr A/(t) i det 6gonblick dd h = 0.3. Vi vet att V'(¢) = 0.4 for alla ¢.
Inséttning av detta i vart derivatasamband ger att

3-0.3%-1/(t
0.4=m(2-0.3-K(t)— #()) =m(2-0.3- K (t) —0.3%- W(t)).
Hir kan vi 16sa ut var sokta storhet A/(¢). Vi far att i det aktuella 6gonblicket &r
h'(t) = 04 _ 4 meter per timme
T 7(2-03-032) 5ln P '
O
0.4 40 .
Svar: = meter per timme.

m(2-0.3—-0.3%) 5lrw



