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Losningsforslag till mastarprov 2: komplexitet

1. Hur kort kan texten bli om man blandar om den?
Vi infor ett mal K i indata i formuleringen av minimeringsproblemet som beslutsproblem:

Indata: ordlangder wy, ..., wy, radldngd len, mal K. Alla tal &r positiva heltal och alla
ordlangder &r hogst len.

Fraga: Gar det att pussla in alla n ord pa K rader av langd len s att det finns ett mellanslag
mellan varje par av nérliggande ord pa samma rad?

Forst visar vi att textpackningsproblemet ligger i NP. For varje ja-instans ska en 16sningar
kunna verifieras i polynomisk tid. Lat 16sningen vara utplaceringen av orden pa K rader,
alltsa vilka ord som ska placeras pa vilken rad, till exempel representerad som en funktion
f fran [1..n] till [1..K]. N&r 16sningen dr formulerad som en funktion pa detta sitt behover
verifieringsalgoritmen bara kolla att lingden, inklusive mellanslag, inte blir storre &n len pa
nagon rad. Om K > n &r det trivialt att det finns en 16sning (med ett ord pa varje rad).

TextPackingVerify ({w;}7,len, K, f : [1.n] — [1..K]) =
if K > n then return true
for i — 1 to K do rowlenli] < 0
for j — 1 tondo

row — f(j)
if rowlen[row] > 0 then rowlen[row] «— rowlen[row| + 1

rowlen[row] < rowlen[row] + w;
if rowlen[row] > len then return false
return true

Tidskomplexiteten for verifieringsalgoritmen dr O(n) med enhetskostnad. Om antalet bitar
i talen i indata &r hogst m sa tar en addition bitkostnaden O(m) och bitkomplexiteten for
algoritmen blir O(nm) som &r polynomiskt.

Vi visar nu att problemet &r NP-svart med en reduktion av méngdpartitionering.

Méngdpartitionering({s; }1) =
o0
for i —1 tondo
w; — 28; — 1
o <«— 0+ 8;
len —o—1
K2
return TextPacking({w;}T,len, K)

Om det finns en partitionering av {s;}7 i A och B dar summan av talen i A &r lika med
summan av talen i B sa ska vi visa att det finns en textpackning pa 2 rader av ldngd
o — 1 dér o dr summan av alla talen {s;}}. Eftersom A och B har samma summa si
maste o/2 vara precis denna summa. Om vi placerar ut orden som motsvarar talen i A pa
forsta raden och orden som motsvarar talen i B p& andra raden si blir bada radlangderna
20/2—1 = 0 — 1 eftersom varje ord, inrdknat det efterféljande mellanslaget (dvs ordlangden
plus 1), dr dubbelt s& langt som motsvarande tals virde och det sista ordet pa raden inte
har nagot mellanslag efter sig. Darfor uppfyller textpackningen villkoret.

Anta nu istéllet att vi har en textpackning pa tva rader av langd o — 1 och visa att det finns
en méangdpartitionering. Ligg till ett mellanslag efter sista ordet pa varje rad. Summan av



alla ordléngder pa varje rad inklusive efterfoljande mellanslag &r nu hégst ¢ och motsva-
rande tal har d& summan hogst o/2. Eftersom summan av alla tal &r o s& blir det en jimn
partitionering om vi later A vara talen som motsvarar orden pé forsta raden och B Ovriga.

Reduktionen ovan tar med bitkostnad tid O(nm), dar m &r antalet bitar i storsta talet i
indata, vilket &r polynomiskt. Alltsa ar textpackningsproblemet NP-fullstdndigt.

. UKA-problemet

Vi kan verifiera en ja-16sning till beslutsproblemet i polynomisk tid pa foljande sitt. Lat
l6sningen vara en delméngd av exjobben av storlek k, vilket ska motsvara dom utvalda
exjobben. Verifikatorn kollar férst att alla exjobb i l6sningen &r med i indata och sedan for
varje mal att minst ett av exjobben i 16sningen har bristande kvalitet for det méalet. Detta
gors enkelt i polynomisk tid.

For att visa NP-svarighet kan vi enklast reducera horntéickning (ett exjobb per hérn och
ett mal per kant), méngdtickning (ett exjobb per delméngd och ett mal per element) eller
3-CNF-SAT (tva exjobb per variabel, ett mal per variabel och klausul).

Lat oss till exempel visa en reduktion av 3-CNF-SAT till UKA.

Idén ar att vi skapar tva exjobb for varje variabel déar bara ett av varje par exjobb ska kunna
vara med i delméngden. Detta kan vi ordna genom att ha ett mal for varje variabel for
vilket bara dessa tva exjobb har bristande kvalitet. Vilket av exjobben i paret som ar med
motsvarar variabelns virde i den satisfierande tilldelningen. For varje klausul har vi ett méal
som har bristande kvalitet bara fér dom tre exjobb som motsvarar literalerna som &r med i
den klausulen.

3CNFSAT(cy,...,¢q) = // Anta att variablerna heter z1, ...,z

me—p+gq

k«—p

fori<— 1 topdo
x} « {Hég, Hog,...,Hég} // p + g-vektor med bara hég kvalitet
z; «— {Hog, Hog, ..., Hog}
x; [i] < Bristande; z; [¢] < Bristande

for j — 1 to g do
// anta att ¢; = x5 VP Vv af dir A ir + om z, forekommer onegerat och —
// om z, forekommer negerat i klausulen och motsvarande for B och C.
z2[p + j] — Bristande; 27 [p + j] < Bristande; & [p + j] < Bristande

return UKA(m, {z}, 2712, k)
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Bevis av reduktionen: Anta att det finns en satisfierande variabeltilldelning, visa att det
finns en delméngd med p exjobb dir minst ett exjobb har bristande kvalitet for varje mal.

For varje i, ta i delméngden med det exjobb av 2" och x; som motsvarar viirdet pa variabeln
x; 1 variabeltilldelningen (dvs ta xj' om z; ér sann och x; om z; &r falsk). Eftersom det finns
p variabler s& bestar delméngden av p exjobb. Eftersom ett av varje par :cz+ och x;” 4r med
i delméngden sé finns det ett exjobb som har bristande kvalitet fér vart och ett av dom p
forsta malen. Eftersom varje klausul c¢; &r satisfierad sa &r en av literalerna i c; sann, vilket
innebér att det motsvarande exjobbet &r med i delméngden, och det exjobbet har bristande

kvalitet for mal p + j. Darmed har for varje mal minst ett exjobb bristande kvalitet.

At andra héllet: Anta att det finns en delmiingd med p exjobb som uppfyller villkoret att
det for varje mal finns minst ett exjobb som har bristande kvalitet. For varje mal i € [1..p]
innebér det att antingen exjobb x;" eller ;" 4&r med i delméngden, eftersom bara dessa exjobb
har bristande kvalitet for mal 7. Och eftersom p &r antalet variabler s kan bara en av xj
och z; vara med i delméngden for varje i. For varje mal p+ j € [p + 1..p + ¢| innebér det
att antingen exjobb x4, be eller ¢ #r med i delméngden, forutsatt att cj = Y be VR

Skapa en variabeltilldelning dir variabel x; sitts till sann om ;" dr med i delméngden och
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falsk om x; &r med i delméngden. Det innebér att varje klausul méaste vara satisfierad, dvs
det &ar en satisfierande variabeltilldelning.

Reduktionen gar i linjar tid i formelns storlek. Alltsa ar det en polynomisk Karpreduktion.

Problemet ar alltsa NP-fullstéandigt.

. Konstruktion av minimal mingd exjobb
Minimala antalet exjobb maste ligga mellan 1 och totala antalet exjobb. Bindrsok dérfor
mellan 1 och n.

OptUKA (m, {e1,...,en}) =
min < 1; max <—n
while min < max do
INV=I6sningen finns i intervallet [min..maz]
M — | (min 4 max)/2|
if UKA(m, {e1,...,en}, M) then max «— M else min « M +1
return min

Binsirsokningen gor [logn] stycken anrop av UKA.

Vi konstruerar en optimal 16sning genom att forst ta reda pa det optimala antalet exjobb
och sedan ta bort ett exjobb i taget och se om det fortfarande finns en 16sning med optimalt
antal exjobb. Om det finns det sa finns det for varje mal minst ett exjobb med bristande
kvalitet och vi fortsétter att ta bort ytterligare exjobb.

Construct-UKA(m, {e1,...,en}) =
opt <—OthKA(m, {e1,...,en})
S—0
fori— 1 tondo
INV=3 I6sning bestéende av exjobben i S och opt — |S| av exjobben {e;,..., e}
if UKA(m, S U {eit1,...,en},opt) =nej then
S— SUe;
return S

O(n +logn)=0(n) anrop av UKA gérs, si tidskomplexiteten blir O(nB(n,m)).

Korrektheten for algoritmen inses latt med hjilp av invarianterna.



