&

T SF1624 Algebra och geometri
ZKTHY Tentamen med losningsforslag

VETENSKAP

38 OCH KONST &% torsdag, 8 juni 2017
a%xﬁe%

KTH Teknikvetenskap

1. Lat T: R? — R3 vara avbildningen

x 3r + 2y
T |y = | x4+y+22
z 4o + 3y + 22
(a) Bestdm standardmatrisen till avbildningen 7'. (1p)
(b) Bestam en bas for nollrummet till 7. 3p)
(c) Bestdm dimensionen av bildrummet till 7". 2p)
Losningsforslag.
(a) Vikan skriva
T 3x + 2y 3 2 0| |z
Tyl |=|x+y+2z | =|1 1 2| |y
z 4o + 3y + 2z 4 3 2| |z
Séledes dr standardmatrisen till avbildningen 7’
3 20
11 2
4 3 2
(b) Vi loser ekvationssystemet
3r+2y=20
r+y+22=0,

4o + 3y +22=0

vilket ger en totalmatris (med uteldmnat hogerled eftersom det &r lika med noll)

320
11 2
4 3 2
1 4
R2 — 3R1 och R3 — 3 R1 ger
3 2 0]
0 1/3 2
0 1/3 2]
R3 — R2 ger tillslut i i
3 2 0
0 1/3 2
0 0 0]
Vi parametriserar 16sningen genom att sétta z = s och far

x 11
y| =s|—6
z 1



En bas for nollrummet blir saledes

4
—6
1

(c) Dimensionssatsen sédger oss att dimensionen av nollrummet plus dimensionen av bildrum-
met dr lika med dimensionen av definitionsméngden, i detta fall 3. Saledes dr dimensionen
av bildrummet lika med 2.

2. Vi har matrisen

1 6
A= {3 _2] .
(a) Hitta alla egenvidrden och motsvarande egenvektorer till A. 3p)
(b) Bestiim en matris U och en diagonal matris D sédant att A = UDU . 1p)
(c) Berikna A'%? [_11} ) 2p)

Losningsforslag.

(a) Det karakteristiska polynomet dr

1—A 6
pa@)=| 37 _5_,\|= (1—=A)(=2—=X) =18 = \* + )\ — 20.
Alltsa dr egenviardena \; = —5 och Ay = 4. Vi soker nu motsvarande egenvektorer. For
A1 = —5 beridknar vi:

6 6
= [0

och vi ser att v; = [1 —1] T ar 1 16sningsrummet, d.v.s. att v dr egenvektor till A;.
For Ay = 4 berdknar vi:
-3 6
e[ 5)

) . T . i . S .
och viseratt o, = [2 1] #ril6sningsrummet, d.v.s. att ¥, dr egenvektor till \,.
(b) Matrisen D utgors av egenvirdena och matrisen U utgors av egenvektorerna:

p=[7 ) v=[4 ]

Vi kan verifiera att det stimmer genom att berdkna

111 -2
-1_ *
U= 3 [1 1 }
och
|20 =5 0,4 _ |5 811 =2 113 18| [l 6
UDU—[—11 o 4|V |5 43t 1|73 -6 " [3 -2
(c) Vektorn [—1 1}T ar en egenvektor till egenvirdet A\; = —5. Dérav
—1 -1 —(=5 123 5123
e - -
1 —1
3. Betrakta tva linjer i R3: L; som ges av [1| +¢ | 1 | och Ly som gér genom punkterna
1 -1

(—1,—1,2) och (1,b, 1), dir b &r ett konstant tal.



(a) Bestdm alla véarden pa b sadana att L; och L, skir varandra. Gp
(b) Bestdm en ekvation av planet som innehaller L, och Ly for b = 1. GBp

Losningsforslag.

(a) En skdrningspunkt dr en gemensam punkt for bagge linjerna. Vi sitter saledes uttrycken
for linjerna lika. Linje L har parameterframstéllning

[—1] 2
-1l +s|b+1
| 2 ] -1
Vi far sdledes att
1 [—1] —1 2
I+t 1|=]-1]|+s|b+1
1 | —1] 2 -1
som med lite omskrivning medfor att
2=1t+42s
2=—-t+s(b+1)
—1=t-s
vilket har 16sningarna s = b =1,¢t = 0.
-1
(b) Vi har punkten (1,1, 1) och tva vektorer i planet, dvs vektorerna v; = | 1 | och v5 =
-1
2 1
2 |. Vi berdknar normalens ekvation genom att ta 7 = v; X vs = |—3|. Vi far att
—1 —4
planets ekvation far formen  —3y —4z = D. Genom att sitta in punkten (1, 1, 1) i planets
ekvation fas att planets ekvation blir x — 3y — 42 = —6.
4. Den kvadratiska formen Q) ges av Q ( [ﬂ ) =22 — 2y + 3>
(a) Ange den symmetriska matris som tillhor Q). 1p)
(b) Lat B = { 7 1 \1[ _11} } Ange den matris som tillhor () i bas B. 3 p)
(c) Avgor karaktdren av (: positivt/negativt (semi)definit eller indefinit? 2p
Losningsforslag.

(a) Den symmetriska matris som tillhor () &r
B 1 —1/2
5= { —1/2 1 ] '

1
1

ortogonal matris, vilket innebir att U ! = U”. Matrisen med avseende pa basen B ges av

b L
b

b)LaU = L+ [ _11] Eftersom kolonnerna har lingd 1 och dr ortogonala, sa dr U en

UsSU ' =Usut =

1
2
1
T2

[0 =

BIERIE

3 — - .

T2 2 210 1

(c) Fran del b) ser vi att egenvirdena ir 2 och 2 5. Eftersom bada dr positiva s dr () en positivt
definit kvadratisk form.



5. Lat L: R? — RR3 en godtycklig, men inte specifierad linjir avbildning.

(a) Varfor ar dimensionen av bildrummet Im(L) av L hogst 2? 1 p)
(b) LAt b vara en vektor i R som ligger utanfor bildrummet Im (L ). Beskriv hur man bestimmer
de vektorer & som minimerar || L(Z) — b]|. 2p)
(c) Tillimpa b) for att hitta minsta vérdet av || L(Z) — b (Z) = (z1, —x2, x1 + 22), och
b=(1,2,3). (3p)
Losningsforslag.

(a) Enligt rangsatsen dr 2 = rank(L) + nullity (L), alltsa &dr rangen hogst 2. Rangen dr defi-
nierad som bildrummets dimension.
(b) Ekvationssystemet enligt minstakvadratmetoden ges av
AT Az = ATb,
dir A ir standardmatrisen till L, en 3 X 2-matris.
(c) Standardmatrisen till denna avbildning dr

1 0 1
A= |0 —1|, ddravATA= [2 1] och Ath = [1 0 11 2| = [4] )
1 1 1 2 0 -1 1 3 1

Vi I6ser ekvationssystemet A7 A7 = ATD:

o)== ]

Vi far svaret genom att berikna

ochfarazy = —2, 27 —2- 2 z =1
AZ—b= 0 —1 {_32]_ 2| = |3} |2| = |4
11 3 3 : 3 1

Linden av denna vektor ar
- 1 4
AT = bl| = SV + 2+ 22 = g\/§

6. Lat A vara en symmetrisk n X n-matris.

(a) Bevisa att kolonnerna av A ir ortonormala om och endast om A uppfyller ekvation A? =

I. (Med I menas identitetsmatrisen). 2p)
(b) Bevisa att om A'?46 = [, sd dr A% = I. 4 p)
Losningsforslag.

(a) Kolonnerna av A dr ortonormala om och endast om A dr en ortogonal matris, d.v.s.
AAT = I. Eftersom A ir symmetrisk, si ir A = AT. Alltsd 4r A ortogonal om och
endast om A? = I.

(b) Antag att A'2%¢ = J. Eftersom A dr symmetrisk si kan A ortogonalt diagonaliseras:
P~YAP = D dir P ir en ortogonal matris och D ir en diagonal matris. Eftersom A'246 =
I, far vi:

D1246 — (PflAP)1246 — P71A1246P — P*l[P =7
Det betyder att elementen pa diagonalen i D uppfyller likheten 2'2*6 = 1. Det betyder
att D kan ha bara 1 eller —1 pa diagonalen och dérfér D? = I. Sista likheten ges A% =
(PDP~1Y? = PD*P~' = PIP~' = |



