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Ortonormalt

Dagens teman fran kap 7

@ Ortogonala baser, Gram-Schmidts metod
© Ortonormala baser
© Ortogonala matriser

(Pa fredag: minstakvadratmetoden)
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Ortogonala vektorer

Definition ortogonal:

En méangd vektorer, {vj, V5, ..., vk} ar ortogonal om alla
skaldrprodukter v; - v; = 0 nar j # j.

Definition ortonormal:

En méangd vektorer, {vj, V5, ..., vk} ar ortonormal om den &r
ortogonal och alla v; har langd 1.
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Exempel/ 6vning

Exempel:

0 1 0
1. Avgér om mangden B = { {6} ) {0] , { 5 ] } ar ortogonal.
5 0 —6

2. Kan man skala om vektorerna i B s& att man far en mangd
B’ som &r ortonormal?
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Koordinater i en ON-bas

Sats om koordinater i en ortonormal bas (ON-bas):

Om B = {vj, Va,...,Vp} &r en ortonormal bas (ON-bas) for R"
och X &r en vektor i R” sa kan X skrivas:

X=X -Vi)Vi+ (X -)Va+--+ (X Vp)Vp

dvs den i:te koordinaten for X ar x - v.
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Exempel/ 6vning

Exempel/6vning:

0 1 0
1. Kontrollera att mangden B = { {1/\@] : {0] , [1/\@] }
1/v2] |0 1/V2

ar en ON-bas for R3

2

2. Bestam koordinaterna for vektorn [ 2 ] i basen B.
—1
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Ortogonala matriser

Definition av ortogonala matriser:

En n x n-matrisP sadan att PT P = | sags vara en ortogonal
matris.

Med andra ord: For en ortogonal matris P géller att PT = P,
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Ortogonala matriser

Sats om ortogonala matriser:

Foljande villkor &r ekvivalenta fér en n n x n -matris P:

1. P &r ortogonal, dvs PTP = |
2. P:s kolonner utgér en ortonormal méngd vektorer
3. P:srader utgdr en ortonormal mangd vektorer
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Exempel/Ovning

Exempel/Ovning:

Bestam inversen till matrisen

1 0 0
A= |0 cosf -—sind

0 sin@ cosd
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Ortogonalt komplement

Definition av ortogonalt komplement

Lat S vara ett delrum av R". Vi s&ger att en vektor v ar
ortogonal mot S om

V-§=0, forallase S

Mangden av alla vektorer som &r ortogonala mot S kallas for
ortogonala komplementet till S och skrivs S+.

Observation: Om B = {Vj, V&, ..., Vk} &r en bas for S sa ar

St={XeR":X-Vj=0for1 <j<k}
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Exempel/Ovning

Exempel/Ovning

Vi ari R*. Lat S =Span . Bestam S+

o = O =
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Sats

Lat S vara ett k-dimensionellt delrum av R". D& géller att

1. SN St = {0}

2. dmSt=n—k

3. Om {vj, v5,..., Vk} &r en ortonormal bas for S och
{Vki1,-- -, Vn} &r en ortonormal bas for S+ sa ar
{Vi,Va,..., Vi, Vki1,- -, Vn} en ortonormal bas for R".
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Projektion pa delrum

Definition av projektion pa delrum

Lat S vara ett k-dimensionellt delrum av R” och lat
B = {Vj,a,..., vk} vara en ortonormal bas fér S. Projektionen
av en vektor X i R" pa S definieras genom

ProjsX = (X - Vi)V + (X - )Va + -+ (X - Vi) Vi
Vi har ocksé projektionen perpendikulédrt mot S:

perpgX = X — projgX
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Projektion pa delrum

Approximationssatsen

Lat S vara ett delrum av R". For alla X i R" s& &r projgX den
unika vektor i S som minimerar avstandet till X.
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Gram-Schmidts metod

Gram-Schmidts metod ar en metod att utifran en bas, vilken
som helst, skapa en ortogonal bas (som sedan férstas ocksa
kan skalas till en ortonormal bas)

Givet alltsa en bas B = {wj, W, . .., Wk} for S.

—

Steg 1. Satt vi = w;

7 R 2
Steg 2. Satt Vo = Wo — ||2‘7 ||21 Vq
1

i > o WaeVR L W Voo
Steg 3. Satt vg = wi — ||‘;1,||2 Vi — ||‘72||2 Vo

Och sé vidare! Efter k steg har vi en ortonormal bas
{V§, Vo, ..., vk} for S.
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Gram-Schmidts metod

Exempel/Ovning

1 4 7
Finn en ortonormal bas fér S = Span { {2] , [5] , {8] }
3 6 9
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