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Determinanter

Determinanter forts, kap 5
@ Mer om determinanter

@ Alternativa berdkningsmetoder
© Teori och tillampningar
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Determinanter

Egenskaper hos determinanter av n x n-matriser

Om A ar en n x n-matris sa galler att

1. det A anger avbildningsskala
2. det A # 0 ar ekvivalent med att

(i) AX = b har unik Idsning for varje hégerled
(i) AX = 0 har bara den triviala I6sningen

(iii) A har invers
(iv) A har full rang.

For alla n x n-matriser géller att
det AB =detAdetB

och om A &r inverterbar &r (det A)(det A=) = 1
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Determinanter

Determinanter av 2 x 2-matriser

a ¢

OmA= [b d

} sa definieras determinanten av A genom

detA=ad — bc
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Determinanter

Determinanter av n x n -matriser

Fér n> 3, om A aren n x n-matris, 1at A(/, ) beteckna den
(n—1) x (n—1)-matris man far fran A genom att stryka rad i
och kolonn j i A.

Med beteckningar som ovan lat vidare kofaktorn C; till A
definieras genom

Cj = (—1)" det A(i.))
Nu definierar vi determinanten av A genom

detA = a11Cy1 + a12Ci2 + - - - + a1pCin
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Determinanter

Determinanter av n x n -matriser

Sats. Determinanten fas dven genom utveckling langs vilken
annan rad som helst, eller Iangs vilken kolonn som helst.

Foljdsats. Om nagon rad eller kolonn i matrisen A bestar av
bara 0:or, sa &rdetA=10

Foljdsats. Om matrisen A &r triangular sa ar det A = produkten
av diagonalelementen.

Féljdsats. det A7 = det A
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Determinanter

Determinanter och radoperationer.

Om A ar triangular sa ar det A = produkten av
diagonalelementen.

Fraga: Kan man férenkla utrdkningen av determinanten genom
att Gaussa? Hur férandrar radoperationer determinanten?

Svar:
@ Attt multiplicera en rad med ett tal r forandrar
determinanten med en faktor r

© Att byta plats pa tva rader gor att determinanten byter
tecken

© Att lagga en multipel av en rad till en annan rad férandrar
inte determinanten
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Uppagift

Uppgift:
110

1. Berdkna det |1 4 0| genom att anvanda radoperationer
105

for att fa matrisen triangular. (Obs detta ar inte det smartaste
sattet fér just denna matris)

2 4 2
2. Berdknadet |1 4 0 | genom att anvanda
3 14 10

radoperationer for att f& matrisen triangular.

Facit: 15, 44
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Uppagift

Berékna dessa determinanter genom inspektion:

det

det

det
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Lite svarare saker

Alternativ definition av determinanten

Om A = (@j)nxn s& &r

detA= > sgn(o)ai,, azo; - - ano,
O'ESn

dar S, &r mangden av permutationer av n objekt och o; &r
objektet pa plats j i permutationen o.

Sarrus regel fér 3 x 3 -determinanter:

Se wikipedia
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Lite svarare saker

Kofaktormatriser
Minns att kofaktorn C;; till n x n -matrisen A definieras genom
Cj = (—1)" detA(i,j)

déar A(/,j) betecknar den (n— 1) x (n— 1)-matris man far fran A
genom att stryka rad i och kolonn j i A.

Kofaktormatrisen cofA till A &r nu den n x n -matris vars
element ar kofaktorerna till A, dvs den matris som parad /
kolonn j har talet C;.

2 4
Exempel: Berékna cofAom A= [0 3 1
6 -2 5
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Lite svarare saker

Kofaktormatriser

Detta ger oss ett nytt sétt att berdkna inversen till en
n x n-matris (om den finns):

_ 1

Obs. Fér 2 x 2 -matriser betyder detta:

ac_1_ 1 d -c
b bl ad-bc|-b a
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Lite svarare saker

Cramers regel

Detta ar ytterligare ett satt att I6sa kvadratiska linjara
ekvationssystem dar koefficientmatrisen &r inverterbar.

Lat A vara en n x n -matris som ar inverterbar. D& har AX = b

I6sningen
X1 det N,
Xo 1 det N2
t | detA :
Xn det N,

dar N; &r matrisen A med kolonn i utbytt mot hégerledet b.
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Lite svarare saker

Los med Cramers regel (eller med nagon annan metod)

2 o)=L

och

2 [
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Anvandningar av determinanter

Uppgifter

1. Lat A=

inverterbar?

2. L&t A=

11

1 9
0 4
11

0 0O
4 00 . ,
19 5 ol Bestdm rangen av A. Ar A
2 71
7

0| . Berakna volymen av bilden av

—_

enhetsklotet x2 + y2 + z2 < 1 under den linjara avbildning som

ges av A.
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Anvandningar av determinanter

Uppgifter forts.
1 0 1

3. Ar kolonnerna i matrisen |1 1 1| linjart oberoende?
1 2 3

Lars Filipsson SF1624 Algebra och geometri



