30 november och 6 december, 2016, Foreldsning 22 och 23

TILLAMPAD LINJAR ALGEBRA

Innehall:

Repetition av egenvirden och egenvektorer
Diagonalisering
Symmetriska matrisen

1. Egenviarden - en kort repetition

Foljande kinner vi igen fran tidigare. Lat A vara n X m-matris och lat f : R" — R"
vara en linjar avbildning.

En vektor v # 0 i R™ kallas for en egenvektor till A med egenvirde A om
AU = A0 dvs om (A — AT =0.
En vektor v # 0 i R™ kallas for en egenvektor till f med egenvirde A om
f(0) = A\
Egenvérdena till A ges som 16sningen till den karakteristiska ekvationen (karak-
teristiska polynomet)

det(A—\I,,) =0
Om det(A — \I,,) = (z — N\)*g(z) och g(\) = 0 sa kallas k for egenviirdet s
algebraiska multiplicitet (sdger hur manga ganger egenvirdet "repeteras”).
Lat A vara ett egenvérde till A. Egenrummet till A som motsvarar egenvirdet
A betecknas med E) och ges av det nollskilda losningsrummet till

(A= X,)0=0

e Notera att Ey = ker(A — \I,,).
e dim(£)) = dim(ker(A—AI,)) kallas for den geometriska multipliciteten och

motsvarar det storsta antalet linjért oberoende egenvektorer for egenvirdet .
Om 74, ..., U ar egenvektorer till A som motsvarar olika egenviarden Ay, ..., \g
da ar egenvektorerna v1, ..., v linjart oberoende.

2. Uppgift. Tentamen 28/10-13, uppgift 3

Avbildningen T: R? — IR? ges av matrisen

Azﬁg]

a) Bestdm egenvérden och egenvektorer till 7.

b) Rita upp egenrummen till 7.

c) Bestdm tva linjért oberoende egenvektorer till 7.
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d) Bestdm matrisrepresentationen av 7' med avseende pa en bas av egenvektorer.

Diagonalisering

3. Exempel.

Vi har tidigare sagt att vissa problem kan forenklas genom ett smart val av en bas.
Hur man véljer bas beror pa vad man vill studera. Antag att matrisen A ar given

A_“ﬂ

och vi vill berikna A, Hur? Om vi skriver upp A', A%, A% ... si dr det inte s& enkelt
att se ett monster. Om vi ddremot byter bas fran standardbasen till basen B = {7}, 0}

dar
. 2 . 1
vlz{l}och U2:|:_1:|

kan skriva matrisen A i den nya basen som [A]g = S'AS om S = Pg_.g dr basby-
tesmatrisen fran B till standardbasen (kolonnerna i S ges av basvektorerna till B). Vi

far
aeesas[2 [0 2 4] 0]

Notera att det dr enkelt att berikna [A]{° eftersom det dr en diagonalmatris. Notera
dven att A% kan skrivas som

_ _ _ _ _ 2100 _
(S[A]pS™)'° = S[A]p ST'S[A]pS ™" - S[A]pS ™! = S[A]g0S ! =S [ 0 _ql00 } St
Iy
4. Proposition. Om ¢ &ar en egenvektor till A med egenvirde A\, da &ar &ven ¢ en
egenvektor till A™ med egenvardet \".

5. Definition. En n x n-matris A kallas for diagonaliserbar om det finns en bas B
sadan att [A]g dr en diagonalmatris. Vi séger att diagonalmatrisen [A]z diagonaliserar
A (alternativt séger vi att basen B diagonaliserar A).

6. Proposition. Foljande &ar ekvivalent

(1) A &r diagonaliserbar.
(2) Det finns en inverterbar matris S sadan att S™'AS ér en diagonalmatris. (vi
siger att S diagonalizerar A).



7. Proposition. Om S ar en n X n matris sadan att

N O - 0
o -+ 0
STIAS = ? .
0 0 - X\,
da &r kolonnerna i S egenvektorerna till A som motsvarar egenvirdena Ay, ..., \,.

8. Proposition.

e En n x n-matris A ar diagonaliserbar om och endast om A har n linjart obero-
ende egenvektorer (egenvektorerna utgor en bas for R™).

e En n X n-matris A med n distinkta egenvéirden &r diagonaliserbar. (Notera att
det dr mojligt att diagonalisera en n X n-matris A som inte har n distinkta
egenvirden.)

9. Diagonalisering i steg

(1) Berékna egenvérdena.

(2) Berdkna en bas for varje egenrum motsvarande varje egenvérde.

(3) Lat basvektorerna for alla egenrum utgora kolonnerna i en matris S (den dia-
gonaliserande matrisen).

(4) Bilda diagonalmatrisen S~!'AS dar diagonalelementen &r egenvirdena till A.

10. Uppgift. Lat A = [ 411 § }

a) Bestdm egenvirden och motsvarande egenvektorer till A.
b) Ar A diagonaliserbar? I sadant fall, diagonalisera A och berikna A!.

Svar: a) \y =5, 7 = [

_ 111
medS:|:1 1:|A111:S|:5 0111:|Sl

1. b) Ja A &r diagonaliserbar
2 1

2 0 3

11. Uppgift. Lat A= | 0 2 8

00 3

a) Bestdm egenvirden och motsvarande egenvektorer till A.

b) Ar A diagonaliserbar? I sadant fall, diagonalisera A och berdikna AM!.

Svar: Los pa samman satt som uppgiften ovan. Notera att en triangular matris har
egenvarden pa diagonalen.




12. Uppgift. Tenta 29/1914, uppgift 4, B-delen

En linjér avbildning 7: R* — R* har egenvirdena A = 0,1,2 och 4. Lat A vara
avbildningens standardmatris.

a) Ar A diagonaliserbar?
b) Vilken dimension har bildrummet im(7)?
c) Bestdm det karakteristiska polynomet till A.

Diagonalisering av symmetriska matriser
13. Proposition. Lat A vara n x n-matris. Féljande ar ekvivalent

e A ir symmetrisk (A = AT).

e Det finns en ortonormal bas som bestar av egenvektorer.

e Det finns en ortogonal matris S sidan att STAS dr en diagonalmatris med
egenvirdena till A pa diagonalen.

14. Proposition.

e En symmetrisk matris A kan alltid diagonaliseras.
e En symmetrisk matris egenvektorer fran olika egenrum (motsvarar olika egen-
virden) dr ortogonala mot varandra.

15. Ortogonal diagonalisering i steg

(1) Beridkna egenvirdena

(2) Berdkna en bas for varje egenrum

(3) Anviand Gram-Schmidt for att géra om varje egenrumsbas till en ortonormal
bas.

(4) Lat basvektorerna for alla egenrum utgora kolonnerna i en matris S (den dia-
gonaliserande matrisen).

(5) Bilda diagonalmatrisen ST AS dér diagonalelementen &r egenvirdena till A.



16. Uppgift. Lat

2
0
-1

e
I
NN O
=N

a) Kan A diagonalizeras?
b) Hitta en bas som bestar av egenvektorerna till A.
c)

Hitta en ortonormal bas som bestar av egenvektorerna till A.
d) Beriikna A0,

Svar: a) A ar en symmetrisk matris dvs den kan diagonaliseras.

2 —2 1
byB={|2|.| 1 |,| -2|}
1 2 2
2 —2 1
)Bon={521].5| 1 |.,5]| -2}
1 2 2

d) A = SDYST dir kolonnerna i S ges av basvektorerna i ON-basen och D ir en
diagonalmatris med egenviardena pa diagonalen.

17. Uppgift. Lat

D
I
S~
ok

a) Kan A diagonalizeras?
b) Hitta en bas som bestar av egenvektorerna till A.
c)

Hitta en ortonormal bas som bestar av egenvektorerna till A.
d) Berikna A0,

Svar: Los som uppgiften ovan.

18. Uppgift. Tenta 12/6-12, uppgift 5, B-delen

Lat T: R® — IR? vara avbildningen som ges av matrisen

2 -1 7
A= -1 7 2
T 2 -1

Det finns nollskilda vektorer sddana att

T(W)=—Td och T(V)="Tv




a) Bestdm alla sddana vektorer @ och .
b) Bestdm en ortogonal bas for IR* som bestar av egenvektorer till 7.




