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Dagens och veckans amnen

Idag: Allménna vektorrum, baser, koordinater, kap 4.1-4.4:

@ Vektorrum och delrum, igen
@ Bas, igen
@ Koordinater med avseende péa en bas

Pa onsdag: Basbyte paverkar matrisen for en linjar avbildning.
Pa fredag: Halvvags! Sammanfattning av kursen hittills

(Tips till den som tycker det ar abstrakt: tink pa R")
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Lat oss fokusera lite

Detta maste man lara sig denna vecka:

@ Koordinater i olka baser
@ Basbytesmatris
@ Matrisen for en linjar avbildning i olika baser

Lars Filipsson SF1624 Algebra och geometri



Exempel i R?

Exempel:

1.ArB = {[;] ) [ﬂ}en bas for R2?

2. Vad blir koordinaterna i basen B for den vektor som i

1 0 har koordinaterna [5] ?
_2 ¢

standardbasen £ = ol J

3. Vad ar koordinaterna i basen B for vektorn E] ?
£

4. Vilken matris ska jag multiplicera med for att byta koordinater
fran basen B till £?
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Uppgifter

Uppgifter:

1. ArC = {[” , [_11} } en bas fér R2?

2. Vad blir koordinaterna i basen C for den vektor som i

standardbasen & = {éj, &} har koordinaterna [ 4] ?

2 1e

3. Vad &r koordinaterna i basen C for vektorn [_11] ?
£

4. Vilken matris ska man multiplicera med f6r att byta
koordinater fran basen C till £?

5. Vilken matris ska man multiplicera med for att byta
koordinater fran basen & till C
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Exempel i R”

1 2
1.ArS= { {2] , {1] } en bas fér R3? Om inte, kan man
3 1

utvidga Still en bas B ?

2. Finn en bas B fér R® bestdende av tva vektorer som
parallella med planet xy + 2x> + 2x3 = 0 och en vektor som &r
ortogonal mot samma plan.

1 2 —1
. i 2 1 4 .
3. Finn en bas B fér S = Span ol L1l (22l (- Utvidga
0 2 —4

B till en bas C fér R*. Hur byter man koordinater fran basen C till
standardbasen? Hur byter man at andra hallet? Vad blir
koordinaterna i basen C fér den vektor som i standardbasen har
koordinater [1 2 3 4];?
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Vektorrummen R”

Foljande regler galler for alla X, ), Z c R"och s,t € R
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Vektorrumsaxiomen

Ett vektorrum 6ver R ar en mangd V med en addition + och en
multiplikation med tal s.a. for alla x,y,z € Voch s, t € R:

1. x+yeV

2. X+y=y+X

3. (X+y)+z=x+(y+2)

4. Det finns ett objekt 0 sadant att x + 0 = x for alla x
5. For alla x finns ett objekt —x sadant att x + (—x) =0
6. txeV

7. s(tx) = (st)x

8. (s+t)x =sX + tx

9. t(x+y)=1tx+ty

0

10. 1x=Xx
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Exempel pa vektorrum &éver R:

Mangden av kontinuerliga funktioner pé (a, b)
Mé&ngden av polynom

Méangden av polynom av grad hégst 2
Méangden av 2 x 2-matriser

Mé&ngden av 3 x 4-matriser

°
°
°
°
°
@ Och méanga manga fler!
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Delrum

Definition. En icke-tom delmangd S av V sags vara ett delrum
till V om fér alla vektorer x,y € S och skalarer t € R géller

1.x+yeS
2. txe S

Specialfall. {0} ar ett delrum, kallat det triviala delrummet.
V ar ett delrum till V.
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Fraga 1:

Ar méngden av alla I6sningar till differentialekvaitonen
y'(t)+3y'(t) +2y(t) =0

ett delrum till vektorrummet av kontinuerliga funktioner pa R?

Fraga 2:

Ar mangden av alla kontinuerliga funktioner f sadana att
|f(x)| <1 ett delrum till vektorrummet av kontinuerliga
funktioner pa R?
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En given méngd {v{, Vs, ..., v} av vektorer i V spanner upp
ett delrum S till V genom

S:{t1V1+t2V2—|-~--+thk:t1,...,tk€R}

Dvs S ér alla tdnkbara linjarkombinationer av v{,v,, ... V.
Vi skriver S = Span{vy,Va, ..., Vg}.

Ett svenskt ord for span ar linjart holje.
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Linjart beroende/oberoende

En given méngd {vq, vz, ..., Vk} av vektorer i V sags vara linjart
oberoende om ingen av dem kan skrivas som en
linjarkombination av de dvriga.

Ett annat satt att sdga samma sak:

Definition. En méngd {vq, V>, ..., v} av vektorer i V sags vara
linjart oberoende om ekvationen

vy +Bbvo+ - -+ (V=0

bara har den triviala lésningen ty =t = --- = t, = 0.
Finns det nagon icke-trivial I6sning till ekvationen sags
mangden vektorer istéllet vara linjart beroende.
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Bas

Definition. Om en mangd B = {v4, V2, ..., Vk} av vektorer i V
spanner upp V och dessutom &r linjart oberoende sa sags
{Vv1,V2,...,Vk} vara en bas for V.
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Bas och dimension

Sats. Om B = {vy,Va,...,V,} ar en bas for V sa kan varje
vektor v € V pd ett unikt satt skrivas som en linjarkombination
av Vvq,Vo, ..., V.

Definition. Koefficienterna i linjarkombinationen ovan kallas
koordinaterna for v i basen B5.

Definition. Med dimensionen av V menar man antalet
vektorer i en bas. Om det inte racker med &nligt manga vektorer
sags V vara oandligtdimensionellt. Men om V har en bas med
ett &ndligt antal n element maste alla baser ha samma antal
element.
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Exempel:

1. Bestadm en bas for I6sningsrummet till
y'(t)+2y' () +y(t) =0

och ange Iésningsrummets dimension.

2. Ar y1(t) = et och y»(t) = 2e~! linjart oberoende?
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Sats. Om V &r ett vektorrum av andlig dimension n, sa utgor
varje mangd av n linjart oberoende vektorer en bas.

Bevis. Foljer av att alla baser har lika manga element och att
varje linjart oberoende mangd vektorer kan utvidgas till en bas.
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Exempel i andra vektorrum an R”

5 1 1] |2 1 .
= ?
1. ArB {[2 0},[1 2HenbasforM(z,Z).

2. Avgéromy = [; g)] IiggeriSpan{ B 8] , [? ;]}

3. Ar B ={1,x,x?} en bas fér P,? Ange i s fall koordinaterna
fér polynomet p(x) = 2 — x2 i den basen.

4.ArC={1,1+x,1+ x + x2} en bas f6r P,? Ange i s fall
koordinaterna fér polynomet p(x) = 2 — x? i den basen. Hur
byter jag koordinater fran C till B?

5. Bestam dimensionen av P-.

6. Lat p(x) =1+ x, g(x) =2+ x2 och r(x) = 1 4 x + x2. Avgér
om {p, q, r} ar linjart oberoende.
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