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TILLAMPAD LINJAR ALGEBRA
Innehall:

e Projektionssatsen
e Minsta-kvadratmetoden

1. Projektionssatsen - ortogonal projektion pa generella underrum

Om W é&r ett underrum till R”, da kan varje vektor ¥ i R" skrivas (pa exakt ett sétt)
som ¥ = &) + T dér 7 ligger i W och % ligger i W+.

Vektorn #; = projy,Z och ¥y = ¥ — ¥1 = projy,. 7, se Figur 3.

2. Hur berdknar vi projektionen av ¥ pa W?

Om W ar ett underrum till R™ och matrisen M &ar en matris vars kolonnvektorer ar en
bas for W da ar

projy @ = M(MTM) ' M*z

for alla kolonnvektorer i R™.

=
7

=1

Ficur 1. Vektorn ¥ i R™ delas upp i tva komponenter med hjilp av
ortogonal projektion.
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3. Minsta kvadratmetoden - motivation

Inom teknik och vetenskap arbetar man ofta med modellering av data, dvs att koppla
ihop méatdata med en formel eller kurva. Anledningen till detta kan vara att man
vill studera hur en kvantitet beror av en annan samt kunna dra slutsatser om detta
beroende dven utanfér matomradet.

Antag att vi har métt upp ett antal datapunkter (¢;,v;),7 = 1,2,...,n, och vi vill nu
anpassa dessa till en modell som i det héar fallet ar en rat linje, y = a + bt.

FIGUR 2. Matdata ar markerat som ringar och den anpassade linjen ar
heldragen. De lodrata strackorna ar skillnaden mellan uppmétta varden
och den anpassade rata linjen.

I de flesta fall kan vi inte fa den rita linjen att ga genom alla uppmaétta punkter, se
Figur 1. Hur ska vi vélja a och b i var modell?

Idén med minsta kvadratmetoden ar att véilja a och b sadana att den rita linjen anpas-
sar sig sa bra som mojligt. Vi maste definiera vad vi menar med sa bra som mojligt.



4. Matematisk modell

Om vi sétter in vara data i modellen far vi f6ljande 6verbestamda (fler ekvationer &n
obekanta) linjdra ekvationssystem att 16sa for a och b,

a + bty = y 1 4 Y1

a + bty = 1 t o
R R B { ! } I

a + bt, = y, 1 t, Yn

Systemet Az = b har ingen 16sning. Hur gar vi vidare?
5. Matematisk beskrivning av minsta kvadratmetoden

Problemet med var ursprungliga modell &r att det linjara ekvationssystem for konstan-
terna a och b saknar 16sning. Detta illustreras i Figur 4. Dar ser vi att hogerledet, 5,
i modellen inte ligger i A’s kolonnrum, vilket ar en forutsiattning for att 16sning ska
finnas. Grundidén i minsta kvadratmetoden &r att prOchera vektorn b ortogonalt pa
kolonnrummet och sedan 16sa systemet Az = proj., )b Detta ger oss en l6sning &
déir avstandet mellan A7 och b ir det minsta mojliga. (Kortaste avstandet ar alltid det
vinkelréta. )

Wt = null(4")

Projyb N2 W = col( )

FIGUR 3. Eftersom b inte ligger i A’s kolonnrum gar det inte att hitta
en vektor 7 sadan att AT = b. For att 1osa problemet projiceras Vektorn
biR™ ortogonalt pa A’s kolonnrum och vi far systemet AZ = projei(a )b

Detta kommer att ge oss en minsta kvadratlosning & 7.

Losningen, f, ar en minsta kvadratlosning till Ax = b. Att bestimma minsta kvadrat-
l6sningen ar detsamma som att 16sa den sa kallade normalekvationen

AT Az = ATh.
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Om A har full rang, har normalekvationen en unik 16sning,
7= (ATA) AT,

Notera att vi inte explicit behéver bestamma projektionen av b pa col(A) for att be-
stdimma .

6. Hur stort blir felet i approximationen av b?

Nér vi anvander den ortogonala projektionen av b pa col(A) sa kommer avstandet
|b — AZ|| vara det minsta méjliga. Om vi later a = Z; och b = 25 dér Z; och &y &r
elementen i Z s& far vi minsta kvadratfelet (kallas &ven minsta kvadratsumman)

n

16— Az = | > (5 — (a+bt:)2.

=1

Har ser vi att vi har minimerat summan av kvadraterna pa avvikelserna. Avvikelserna
ar de lodrata grona strackorna i Figur 1.

7. Andra modeller dn en rit linje
Man kan dven anpassa data till andra modeller &n en rat linje.
Antag att vi har en uppséattning data enligt tabellen.

I‘ZEl To T3 T4
y\yl Y2 Ys Ya

Modell pa anpassningen véljs beroende pa hur data ser ut (i exempelvis en plot).
Vanliga modeller ar (fler modeller finns pa s 405 i Anton).

Polynom av gradtal n > 1. Exempel: Bestim ¢, ¢, och c3 sddana att y = c;z2+cor+c3
i minsta kvadratmetodens mening. Detta leder till det Gverbestdmda systemet, Ac = b

2
1 z; oy n
1 2 C1

To X3 | Y
1 2 C2 =

T3 I3 Y3
1 2 C3

Ty Ty Ya

Trigonometriska funktioner, cos(x),sin(z). Exempel: Bestdm ¢y, ¢ och ¢3 sddana
att y = ¢1 + ¢ cos(x) + cgsin(z). Detta leder till det 6verbestdmda systemet, A¢ = b

(z1) sin(21) 1
cos(wy) sin(xq) Y2
(z3) sin(z3) Ys
(z4) sin(zy) Ys

—_ = =



8. Uppgift. Visa att felvektorn b — AT ir ortogonal mot col(A) om 7 #r en
minsta-kvadratlosning till AZ = b.

9. Uppgift. Foljande data &r uppmaétt

t)]0 1 2 3
y[1.0 30 40 40

Anpassa data till den rita linjen y = a + bt.

Svar: y =15+1
10. Uppgift. (Tenta 12/6-12, Tal 6, B-delen)

Efter métningar leds en student till att bestimma ekvationen y = ax? + bx +
¢ for den parabel som i minsta kvadratmening bédst anpassar till punkterna
(—=2,5),(—1,7),(0,6), (1,4) och (2,3). Efter rdkningar kommer studenten fram till
ekvationssystemet med totalmatris

34 0 10|43
0 10 0 | -7
10 0 5|25

a) Forklara hur man kommer fram till detta ekvationssystem.

b) Kontrollera att a = —0.5, b = —0.7 och ¢ = 6 &r en 16sning och forklara vilken
slutsats vi kan dra for det ursprungliga problemet.

11. Uppgift. (Tenta 29/8-13, Tal 4, B-delen) del B)

Anviand minsta-kvadratmetoden for att bestdmma en ekvation for det plan H som
ligger ndrmast punkterna

(=1,-1,3), (=1,1,5), (0,0,4), (1,—1,4), och (1,1,3).
Se figuren nedan.

Du kan anta att ekvationen for planet &r pa formen ax + by + z + d = 0.







