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DEL A

1. Lat D vara det omrade ovanfor z-axeln i xy-planet som begrinsas av cirkeln 22 + y? = 1

samt linjerna y = —z och y = /3z. Berikna z-koordinaten av masscentrum for D som
ges av
I prdrdy
[[p dxdy
(4p)

Losningsforslag. 1 polira koordinater beskrivs omradetav 0 < r < loch7/3 < 6 < 37/4.
Vi beridknar téilj aren som

o 371 1 (V2 N
xdxdy = 12 cos 0 dfdr = | — [sin 0]3”/4 == £ _ iﬁ — V2 -3
310 T3\ 2 2 6

och vi far namnaren som

3m/4 =k 1/3r =« 5%
dzdy = dodr = | —| [P/t = - (22 -2 ) = ==
//w [ = (5] =5 (7 -3) =%

Diérmed ges x-koordinaten av masscentrum for D av

VI-V3 24 4(v2-V3)
6 51 57 ‘

4(\/_—\/§).

5%

Svar. z-koordinaten for masscentrum for D ar
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2. Berikna kurvintegralen

/xydm—gfdy
c

ddr kurvan C' dr den medurs orienterade triangeln med hornpunkteri (0, 0), (3, 0) och (0, 4).
(4p)

Losningsforslag. Vi kan anvinda en parametrisering av kurvan i tre delar och far da ry(¢) =
(0,4t),0 <t < 1,ro(t) = (3t,4(1 —1)),0 < t < Llochrs(t) = (3(1 —1),0),0 <t < 1.
Genom detta blir kurvintegralen

1

(0, —16t%) - (0, 4) dt+/1(12t(1 — 1), —16(1 — 1)) - (3, —4) dt+/1(0,0) - (=3,0)dt

S—

1
:/ —64t% + 36t(1 — t) + 64(1 — t)* dt

1

0
1 t2 t3
/ 36t — 36t% dt = [E—ﬂ} =18 —12 =6.
0 2 3 0

Vi kan ocksa anvdnda Greens formel som ger oss kurvintegralen som en dubbelintegral
over omradet D som begrinsas av triangeln C'. Eftersom kurvan &r negativt orienterad far
vi

3 pd—dz/3 3
/ vy de —y* dy = // (x —0)dedy = / / z dydx = / [my]é*4x/3 dx
c D , Jo Jo 0
4 4 x? 4 (27

3 31.2
/035”(3 z)dz 3[2 310 3(2 9> 8 0

Svar. [, zyde —y*dy =6
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3. Lat f(z,y) ="V —x+y+ xy.

(a) Visa att origo dr en kritisk punkt till funktionen f. 2p)
(b) Ar origo ett lokalt minimum, ett lokalt maximum eller ingetdera till funktionen f?
2p)
Losningsforslag.

(a) For att kontrollera att det dr en kritisk punkt beréknar vi gradienten som dr grad f(x,y) =
(e"¥—1+y, —e*Y+1+z)ochgrad f(0,0) = (e*°—140, —*°+1+0) = (0,0).
Alltsa dr origo en kritisk punkt.

(b) Vi beridknar Taylorpolynomet av ordning tva kring origo genom att ocksa berikna
andraderivatorna. Vi har

2 2 2
a_f — eazfy7 0 f = —e*V 4 1, ﬂ = ¥ Y
0x? 0xy 0y?

, vilket 1 origo ger )
of 00 of
Ox? (0,0) =" =1, Oxdy

Alltsa ges Taylorpolynomet av

(0,0) = —""4+1=0,

plz,y) =1+ % (* + %)

vilket visar att origo #r ett lokalt minimum eftersom p(z,y) > 1 for alla (x,y) # (0,0).
Vi kan ocksé anviinda Taylorpolynomet i en variabel for e! som dr 1 + ¢ + t2/2 for att
snabbare komma till

— )2 2 2
%—x%—y#—xy:l%—x ;y .

plr,y) =1+ (r —y)+

Svar.
(b) Origo ir ett lokalt minimum.
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DEL B

4. Lat f(x,y) = xg(x+2y) ddr g dr en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion. Visa att
0 f B 0 f N 10%f _g
oz Oydx 40y?

4p)

Losningsforslag. Vi beridknar de partiella derivatorna med hjélp av kedjeregeln och far
of
oz
samt andraderivatorna
0 f
0a?

och

0
= g(z +2y) + zg' (v + 2y), a—i = 2zg'(v + 2y)

o0 f
0xdy

=g (x+2y) +¢'(z +2y) + 29" (x + 2y), =2¢'(z + 2y) + 2z¢" (x + 2y)

0% f

—= =dxg"(z + 2y).

e 9" (z + 2y)
Vi sitter nu in dessa i uttrycket

2f  Of  10%f

0z Oydr = 40y? .
= (29'(z +2y) + z¢"(x + 2y)) — (2¢'(z + 2y) + 224" (z + 2y)) + 1 dxg" (x4 2y) =0,

vilket skulle visas.
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5. En kurva i planet parametriseras av
r(t) = (t* cost, t* sint),

dart > 0.
(a) Berikna hastigheten 1’(¢) och farten [r'(¢)| for ¢t > 0. 2p)
(b) Beridkna kurvans baglingd fran punkten r(0) till punkten r(2). 2p)
Losningsforslag.

(a) Vi deriverar for att fa hastigheten
r'(t) = (2t cost — t*sint, 2t sint + ¢ cos t)
och farten ges av beloppet av detta. Vi far
lt'(t)|> =t*(4cos®t — 4tsintcost + t2sin?t)
+t2(4sin?t + 4t sint cost + t% cos® t)
=417 + 1 = 12(1? + 4)
dir vi har anvint trigonometriska ettan cos®t + sin?t = 1. Dirmed ir |r'(t)| =
tvt?2 + 41och med att t > 0.

(b) Kurvans baglidngd ges av integralen av |r/(t)| 6ver intervallet, alltsa av
2 5 \
1
/ r()]dt = / tVa+ 2 dt = [5(4 n tz)s/z]
0 0 )

82 42 16v2-8  8(2v2-1)
3 3 3 B 3

Svar.
(a) Hastigheten &r r'(t) = (2tcost — t*sint,2tsint + t* cost) och farten &r |r'(t)| =

V2 + 4.

8(2v2 -1
(b) Bagliangden ar %
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6. En fylld vattentank har formen av en rak stympad cirkulidr kon med undre radie a, 6vre
radie b, ddr b > a, och hojd h, enligt figuren.

Z

‘{(

\ h

Den koniska delen S av tanken kan parametriseras genom

,x— b_as—ira cost
A

= b_as—f—a sint
Y=\ n

(2 =35

diar 0 < s < h, 0 <t < 2x. Kraften som vattnet utévar pa ytan S har z-komponent som
ges av flodet av vektorfiltet

P(z,y,2) = pg(h — 2)(0,0,1) = (0,0, pg(h — 2))
ut genom ytan .S, dér p dr vattnets densitet och g dr tyngdaccelerationen. Berdkna denna
kraftkomponent genom att berikna flodesintegralen. 4p)

Losningsforslag. Om vi tillsluter ytan dr forutsittningarna for att anvdnda divergenssatsen
uppfyllda. Vi gor det genom att ldgga till cirkelskivor vid z = 0 och z = h. Divergensen av
vektorfiltet ar div F = —pg, vilket gor att integralen av divergensen 6ver den stympade
konen blir —pgV/, ddr V' dr volymen V. Vi kan beridkna V' som

/ / /<b T drdedz = /0 o {_} bnsa
:/Ohﬁ< b—ha) +a) ds — lg(bﬁfa) <(b_ha) +a>3

__wh (b — o) = mh(b? + ab+ a?)
3(b—a) 3
Vi behover nu dra bort flodet genom cirkelskivorna som vi lagt till. Vid den ovre cirkelski-
van ér filtet noll och vid den nedre cirkelskivan har vi kraften (0, 0, pgh) och normalvektor
(0,0, —1), vilket gor att flodet blir —pgh gdngen cirkelns area som ir wa?. Slutligen fér vi
kraften som
mpgh(b? + ab + a?) mpgh(b* + ab — 2a?) mpgh(b — a)(b+ 2a)

— ha? = — = _
3 + mpgha 3 3

h

0
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wpgh(b—a)(b+2a)

Svar. Den sokta kraftkomponenten dr — 3 .

DEL C

7. Visa att om x, y och z uppfyller att x > 0,y > 0, 2 > 0 och x + 2y + 3z < 3 sa maste
xyz < 1/6. 4p)

Losningsforslag. Ett sitt att visa olikheten dr genom att anvinda Lagranges metod for att
finna maximum for funktionen f(x,y, 2) = xyz under de givna bivillkoren. Gradienten
ar (yz,xz, ry) som &r noll bara pa koordinataxlarna dér ocksa funktionens virde &r noll.
Dessa punkter kan inte vara kandidater for maximum i och med att funktionen antar posi-
tiva viirden i omradet. Observera att funktionen f #r kontinuerligt deriverbar i hela R? och
att omradet som beskrivs av olikheterna dr kompakt. Det betyder att det maste finnas ett
maximum for funktionen och att detta maximum antingen &r en inre kritisk punkt eller en
punkt som ligger pa randen.

Vi ser dirfor pa randen. Den bestar av fyra triangelformatde delar, varav tre ligger i ko-
ordinatplanen dir funktionens virde &r noll. De enda aterstaende kandidaterna ar punkter
1 planet x 4 2y 4+ 32 = 3 och vi anvénder déar Lagranges metod som séger att gradienten
till f ska vara parallell med gradienten till bivillkoret, (1,2, 3) i en lokal extrempunkt.

Vi far ekvationssystemet yz = A\, xz = 2\ och xy = 3\. Eftersom A = 0 ater ger
funktionsvérde noll kan vi anta att A # 0 och vi far da x = 2y, 3z = x. Nir vi sitter in det
i bivillkoret far vi z + z + 2 = 3, dvs z = 1, vilket ger y = 1/2 och z = 1/3. Detta dr den
enda aterstdende kandidaten for en maxpunkt for den kontinuerliga funktionen f(x,y, 2)
pa det kompakta omradet som ges av olikheterna.

Dirmed har vi visat att zyz < 1-(1/2) - (1/3) = 1/6 i hela omradet som ges av
olikheterna.
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8. En kropp K irummet ligger mellan planen 2 = 0 och z = 1. Dessutom vet vi att tvérsnittet
av planet z = a och kroppen utgér en cirkelskiva med radie a® for varje a i intervallet
0<a<l.

(a) Skissera tva olika sadana kroppar K. 1p)

(b) Vet vi tillrdckligt for att kunna bestimma volymen av K? I sa fall, berdkna volymen,

annars forklara vad som saknas. 3p)
Losningsforslag.

(a) Vi kan fa olika sadana kroppar genom att placera cirklarnas centrum léngs olika kur-
vor, exempelvis ldngs z-axeln, eller ldngs linjen (tz, 0,t),ddr0 < ¢ < 1,sd att z-axeln
tangerar kroppen.

(b) Forutsatt att vi med kropp menar nagot som ir tillrackligt reguljart for att kunna
berdkna en volym med en integral har vi tillridcklig information. Ett tillrdckligt villkor
for sadan regularitet dr att kurvan som ges av cirklarnas centra &r kontinuerlig.

Vi kan nu berdkna volymen for K genom upprepad integration dér vi borjar att inte-
grera i x- och y-led och i sista steget integrerar i z-led. Da kommer resultatet av de
tva forsta integrationerna ge

1

1 5
/ m(z*)?dz =T - {Z—] .
0 5], 5
Svar.

(b) Volymen &r 7 /5 volymsenhet.
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9. Lat F vara vektorfiltet
F(z,y,z2) = (z —2,y+ 1,2 —1)

och 1t Cp vara en orienterad sldt kurva som borjar i origo och slutar i punkten P =
(0, Yo, 20)- Bestdm den punkt P som ligger ldngst fran origo och som uppfyller

/ F.dr=09.
Cp

Losningsforslag. Vektorfiltet dr konservativt med en potential som ges av
—2)2 1) —1)2
(-2 @+ (-1
2 2 2
vilket gor att integralen fran origo till (xg, yo, 2) blir

(20 — 2)? n (yo +1)? n (20 —1)* 3.
2 2 2

Villkoret pa integralens virde blir dirmed

(0 — 2)° . (yo + 1)° n (20 — 1)°

2 2 2

och vi soker den punkt som ligger ldangst fran origo och som uppfyller detta villkor. Enligt
Lagranges metod behover vi ha att gradienterna for malfunktionen 2 + y2 + 22 ska vara
parallell med gradienten for bivillkoret i denna punkt. Detta ger (2x¢, 2yo, 229) = A(xg —
2,90 + 1, z9 — 1) vilket vi kan skriva som

(Io, Yo, ZO) = (2/’L7 — K, M)
ddr u = A/(\ — 2). Ndr vi sitter in detta i bivillkoret far vi
2u—2?  (—p+1)?  (p—1)
2 + 2 * 2

4 p)

O(z,y,2) =

®(x07y0720) - CD(ana O) =

=12

=12

dvs

3u—172=12 +— pu=1+2
Alltsa far vi de tva 1osningarna (xo, 4o, 20) = (6, —3,3) och (o, vo, 20) = (—2,1,—1),
varav den forsta ligger langst fran origo.

Svar. P = (6,—3,3) dr den punkt som ligger ldngst fran origo och uppfyller villkoret.




