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DEL A

1. Lat S vara ellipsoiden som ges av ekvationen 2% + 2y? + 322 = 5.

(a) Bestdm en normalvektor till S i en punkt (o, o, z0) pa S. 2p

(b) Bestdm de virden pa konstanten d for vilka planet x + 2y 4 6z = d &r ett tangentplan

till S. 2p)
Losningsforslag.

(a) Eftersom ytan dr en nivdyta for funktionen f(x,y,2) = x? + 2y* + 322 ges en nor-
malvektor av gradienten, dvs V f(xq, o, 20) = (220, 4¥0, 620).

(b) For att  + 2y + 6z = d ska vara ett tangentplan maste V f vara parallell med (1, 2, 6)
i dessa punkter, dvs (2z9, 4yo, 629) = (¢, 2t, 6t) for nagot t. Detta ger (o, Yo, 20) =
t(1/2,1/2,1) och nir vi sitter in det i ekvationen far vi

12 t2
— +2— +3t*=5
et

dvs 152 = 20 och t = £2/+/3. Detta ger

15

Svar.
(a) (2x0, 4o, 620) dr en normalvektor till ellipsoiden i punkten (zg, o, 20)-
(b) d = £5/3.
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2. Lat F vara vektorfiltet F(x, y, z) = (y+2z, 2+ 3z, 2x+3y) och 1at C vara den réta linjen
fran (1,1,1) dll (3, 3, 3).
(a) Berikna kurvintegralen | o F - dr genom att anvinda en parametrisering av kurvan

C. 2p)
(b) Visa att F' dr konservativt och berdkna samma kurvintegral med hjilp av en potential.
2p)

Losningsforslag.

(a) En parametrisering av kurvan ges av r(t) = (¢,¢,t) pa intervallet 1 < ¢ < 3. D4 far
vir/(t) = (1,1,1) och kurvintegralen blir

3 3
/F-dr :/ (3t,4t,5t)-(1,1,1)dt:/ 12t dt
C 123 5 5 1

(b) For att bestimma en potential integrerar vi forst forsta komponenten i x-led och far
O(x,y,2) = zy + 22z + g(y, z). Ndr vi deriverar detta med avseende pa y far vi
x + g—fj = = + 3z och didrmed ¢(y, z) = 3yz + h(z). Till slut ger derivering med
avseende pa z att 2z + 3y + h/(z) = 2z + 3y och vi kan vilja h(z) = 0. Ddrmed ér
®(x,y, 2) = vy + 22z + 3yz en potential till F och vektorfiltet dr konservativt.
Vi kan nu berédkna kurvintegralen som

/F cdr =®(3,3,3) — ®(1,1,1)
C

= (9+18+427)— (1+2+3)
=54 — 6 = 48.

Svar.
(@) [, F-dr =48,
(b) ®(z,y,z) = xy + 2xz + 3yz dr en potential till F.
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3. Lat f(z,y) \/ cos(y) + In(1 + x) for de = och y dér detta uttryck #r vildefinierat.
Bestdm konstanterna a, b och ¢ sd att

f(z,y) = a+ bz +cy + O(a* + y°).
Detta betyder att det finns en konstant M sadan att
[f(@,y) — (a+ bz +cy)| < M(a® +y7)
for alla punkter (x, y) i en omgivning av origo. 4 p)
Losningsforslag. Polynomet a + bz + cy maste vara Taylorpolynomet av grad ett till funk-
tionen kring origo for att villkoret ska vara uppfyllt. Vi berdknar virdet i origo som

\/ cos(0) + In(1 + O) = /1 = 1. Alltsa ska ¢ = 1. Vidare ska b vara par-
tlella derlvatan med avseende pa x i origo och vi far

of 1 1
Ox 2\/005 +1In(1 + z) 142z

och of | 1
b="(0,0 : —
895( )= 2¢/cos(0) +In(1+0) 1+0 2
Till sist far vi 5 .
o _ (= sin(y))
9y  2y/cos(y) +In(1 + z)
och of |
= —(0,0 - (—sin(0)) = 0.
83/( )= 2\/cos +In(1 4+ 0) ( )

Svar. Konstanterna gesava =1,b=1/2och ¢ = 0.
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DEL B

4. En partikel fiardas i en bana som beskrivs av parametriseringen

r(t) = (cost + sinwt, cos mt — sinwt, 7t), 0<t<4.
(a) Berikna partikelns hastighet, (), och acceleration, r” (). (1 p)
(b) Visa att hastigheten och accelerationen ir vinkelrdta mot varandra. 1p)
(c) Berikna strickan som partikeln har fardats under intervallet 0 < ¢ < 4. 2p)
Losningsforslag.
(a)
v'(t) = (—wsin7t + 7 cos wt, —w sin 7wt — 7 cos 7k, )
och

r’(t) = (—7* cosmt — wsint, —7* cos 7t + w2 sin 7t 0).
(b) Genom att berikna skaldrprodukten r’'(¢) - r”(¢) kan vi se att de &r vinkelrita.
v'(t)-r"(t) = —m3(cosmt — sinnt)(coswt + sin 7t)
+7m3(cos it + sin 7t)(cos 7t — sint) + 7 - 0 = 0,

vilket visar att de dr vinkelrita.
(c) Farten hos partikeln ges av |r/(¢)| och vi far detta som

r'(t)] = +/(—7sinmt + mcos7t)? + (—msinwt — 7 cos wt)? + w2
= \/272(sin? 7t + cos? 7t) + 72 = TV/3.

Dérmed kan vi beridkna strickan som partikeln fardats som

/04|r’(t)|dt:/047r\/§dt:47r\/§.

Svar.
(a) Hastigheten &r r'(t) = (—wsinnt + 7 cos t, —msin mt — 7 cos wt, ) och accelera-
tionen r”'(t) = (—7? cos wt — w2 sin wt, —7w? cos 7t + w2 sin 7t 0).

(c) Strickan dr 47/3.
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5. Omradet D i planet ges av
(2? 4+ y° —2)? < 2”492
villket i poldra koordinater motsvaras av olikheten » < 1 + cos 6. Bestdm koordinaterna
till masscentret av omradet D om dess densitet dr konstant. “4p)

Losningsforslag. For att berikna masscentrum behdver vi berdkna arean A och de bada
integralerna I, = [ x dxdy och I, = [[, ydxdy.

Arean ges av
1+cos 6 2 1+4-cos 0
/ / rdrdg = / [ } do

/ (14 cos0)?*df = —/ (1+2cosf + cos®0) df
~ 2, 2 Jo

1
:§(2W+O+7T):—

27 14-cos 6 27 T3 1+4cos 6
= / / rcosfrdrde = / [—} cos 6 db
o o 0 3 1o

For I, far vi

1
25/ (14 cos ) cos 0 do
0
1 21
23/ (cos@+300829+300830+cos49)d9
0
1 21
Zg/ (cos O + 3 cos® § + 3cos® § + (1 — sin® 0) cos® 0) df
0
1 21 1
:g/ (COSQ+4COSQQ+3COS?)Q—ZSiDQQQ) do
0
1 s 5%
3<0+ T+ 0 1 T

14-cos @ r3 1+cos @
/ / rsinérdrdg = / [ } sin 6 df

17 (1 0)*1*"
= 5/0 (1+cosf)’sinfdf = 3 {—%L = 0.
Vi far nu z-koordinaten for masscentrum som [,/A = (57/4)/(37/2) = 5/6 och y-
koordinaten som /,/A = 0.

Svar. Masscentrum ligger i punkten (5/6,0).
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6. Vektorfiltet F = (F, Fy, F3) dr definierat i rummet och uppfyller div F = 2% + y* + 22
Vi kinner dessutom till att
Fy(z,y,2) = y* + 2z

Ytan S dr 6vre halvan av enhetssfiren som beskrivs av 22 + 32 + 22 = 1, 2 > 0, och dess
orientering ges av att normalvektorn N = (z, y, z) har positiv riktning. Berdkna flodet av
F genom S. (4 p)

Losningsforslag. I och med att vi kédnner till divergensen 6verallt kan vi anvédnda divergens-
satsen for att berdkna flodet ut genom den slutna yta som utgor randen till halvklotet H
som ges av 22 + y2 + 22 < 1 och z > 0. Detta flode blir enligt divergenssatsen

/ / / 2% + 12 + 22) dadydz / " / i / -2 sin ¢drdpdd
/ d@/ / sin ¢ do
o2

oo f] e

=2r-—--1=—
5 5

For att fa reda pa flodet ut genom den buktiga delen av ytan behover vi dra bort flodet ut
genom bottenytan. Dir har vi en normalvektor (0,0, —1) vilket ger ett flode

/ /D — (32 + 2) dxdy

dir D dr enhetscirkeln i xy-planet. I och med att z = 0 dér har vi flodet

27 1 T
/ / —r?sin? 0 rdrdd = —~.
o Jo 4

Flodet genom den buktiga ytan blir ddirmed
2m < 7T> 137

5 4) 7 20

Svar. Flodet genom ytan blir 137 /20.
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DEL C

7. Lat f(x,y, z) vara en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion av variablerna x, y och
z som endast beror pa avstandet fran origo. Det vill sidga f(x,y, z) = g(r) for ndgon tva

ganger deriverbar funktion g(r), dir r = /2% 4+ y2 + 22.
Laplaceoperatorn V? definieras av att

Rf 0f 0
2p _
vf_8x2+8y2+822'

Beriikna V2 f uttryckt i r, funktionen g(r) och dess derivator, for r > 0. 4p)

Losningsforslag. Enligt kedjeregeln far vi
of or
or 9/(7’)%
o*f ., for\? o, O
@—Q(T) I +9(T>@~

Eftersom r = /a2 4+ y? + 22 far vi
or

och

B 2z oz
Or  2\/x> 2+ 22 T
och
r  ler—x-T r?—g?
ox? 72 3
Pa grund av symmetrin far vi motsvarande for y och z. Darmed har vi
0? 0? 02
v SO O

- 8332 ag2 2822 2 2 2 2 2 2 2
e y y4 r-—2=x T —y r-—z
=4"(r) (ﬁ + s + ﬁ) +g'(r) ( + + )
3r2 — 2 2

=g () +g ) —5—=9"(r)+

Svar. V2f = ¢"(r)+24'(r)/r forr > 0.
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8. Visa att ekvationen 422 + 3y? + cos(2x? + y?) = 1 endast har 16sningen (z,y) = (0, 0).
(4 p)

Losningsforslag. Vi kan visa att det bara finns en 19sning genom att visa att vinsterledet dr
storre @n 1 i alla andra punkter. For att visa det ser vi pd mojliga lokala extrempunkter.
I och med att funktionen &r deriverbar 6verallt maste en lokal extrempunkt uppfylla att
gradienten av vinsterledet &r nollvektorn. Lat f(x,y) = 42 + 3y* + cos(2z% + y?). Vi far
da att

Vf(z,y) = (82 —4wsin(22® 4+ y?), 6y — 2ysin(22? + yQ))
= (42(2 — sin(22® + y%)), 2y(3 — sin(22” + ¢*))
I och med att sinus aldrig kan anta virdena 2 eller 3 finns bara en kritisk punkt och detta
dr origo. Utanfor ellipsen med ekvation 4z2 + 3y? = 3 tar funktionen bara virden storre
an eller lika med tva. Eftersom origo &r den enda kritiska punkten innanfor denna ellips
maste funktionen vara storre dn 1 i alla punkter utanfor origo.
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9. Lat u(x, y) vara en harmonisk funktion, d.v.s. en funktion som uppfyller

’u  O%u .
@_}—8_:(/2:07 forallax,y.
(a) Ange en kurvintegral som beriknar medelvirdet v(r) av u(x,y) 6ver alla punkter
(z,y) som ligger pa en cirkel med radie r kring origo. (1p)

(b) Det gar att berikna derivatan v’(r) genom att derivera innanfor integraltecknet. Visa
att v(r) dr en konstant funktion genom att anvinda divergenssatsen pa kurvintegralen

for v'(r). 2p
(c) Anvind detta till att visa att v(r) = u(0, 0) for alla r > 0. (1p)
Losningsforslag.
(a) Vi ska beridkna medelvirdet 6ver en cirkel med radie r kring origo och far da
1 2w 1 2
v(r) = — / u(rcosf,rsind) rdd = — / u(rcosd,rsind)do.
2rr Jo 2m Jo

(b) Vi deriverar v(r) och far da

1
V(r) = —/ (gu(rcosﬁ rsin @) cosd + a—(rcos@ rsin6) st) do.
x

2m dy
1 27 ou ou
=5 i (ax(rcosﬁ r81n0)cos(9+a—y(rC059 TsmH)st) rdf

1
= —/ grad u - N ds.
2rr C,

Den sista integralen dr en flodesintegral som vi kan beridkna med hjélp av divergens-
satsen och far da

1
U’(r):—/ grad u - Nds——// div grad u ds.
2mr

Eftersom div grad u = % + a_y2 = 0 ger detta att v'(r) = 0.

(c) Toch med att v'(r) = 0 har vi att v(r) = C ddr C dr en konstant. For att bestimma
konstanten ser vi pa griansvirdet da » gar mot noll. Pa grund av kontinuiteten har vi
att medelvérdet pa en cirkel med radie » maste gd mot virdet i origo nir r gar mot
noll. Ddarmed dr C' = (0, 0) och v(r) = (0, 0) for allar > 0.




