3 oktober, 2016, Foreldsning 9
TILLAMPAD LINJAR ALGEBRA
Innehallet:

e Span (linjdra holjet) av vektorer i R™
e Delrum i R”
e Linjart beroende och oberoende vektorer

1. Definition. Lat ¥}, v5,...,0) vara vektorer i R™.

(1) Span (linjara holjet) av vy, Us,. .. 0 &r den delméngd av R™ som bestéar av alla
linjarkombinationer 107 +toUa+- - -+t Uxn dér t; ar ett tal. Span av vy, Us,. .. ,U%
betecknas med Span(vy, ¥, . . ., Ug).

(2) Viséager att Uy, Us,. . .Uy genererar eller spanner upp R™ om Span(vy, v, ..., T)) =
R™. Alltsa v}, ¥s,. .. ,U, genererar R” om och endast om alla vektorer i R™ kan
skrivas som linjarkombinationer av vy, vs,. .. ,U.

2. Lat
aii a2 a1k by
. a1 . 929 N Ak . bQ
1= . , U2 = . ) y Uk = , W=
Gn1 An2 Ank bn
En vektor o ligger i Span(¢, Us, . . ., U) (kan skrivas som linjarkombination av oy, ¥, . . .
om och endast om féljande system har en 16sning,
ap Gz e aw | by
Ag1 G2 -+ Qox | bo
an1 Qp2 ' Apk bn
C1
G2 | . - s o S S
Om . ar en 16sning, da ar w = 107 + - - - + ¢ Ug.
Ck
by
Kom ihag att systemet har en 16sning for alla @ = | : | om och endast om rangen =
bn,

n.



3. Uppgift. Kan vektorerna v, s och o3

5 8 4
. 6 . 3 . 4
1= | 5 27| 9 =6
5 6 2

3 1 2 ~1
| 0 B 1 B 3 B 2
=1 27 |1 =10 =1 5

2 1 2 0

Svar: All tre vektorerna ¢ kan skrivas som en linjarkombination av u-vektorerna.

4. Proposition.

—

(1) Span(ty, ¥y, ..., U) = R™ (¥, Vs, . . ., U} genererar R™) om och endast om rangen =

n.
(2) Om Span(vy, ¥y, ...,0;) = R", da ar k > n.

5. Uppgift. Fundera pa foljande

e Kan 3 vektorer generera R*?
e Kan 5 vektorer generera R*?
e Ar det sant att 5 olika vektorer i R* alltid genererar R*?

Svar: Nej, Ja, Nej.

6. Span av en vektor.

Lat ¢ vara en vektor i R™. Det finns tva mdéjligheter for Span(v) = {t0' | t &r ett tal}.
(1) Span(0) = {0}
(2) Om ¥ # 0 d& ar Span(?) linjen genom origo med riktning ¢

7. Span av tva vektorer.

Lat ¥ och & vara vektorer i R". Det finns tre mojligheter for Span(v, @) = {tv' +
s | t,s ar tal}.

=,

(1) Span(0,0) = {0}



(2) Om @ # 0 och om @ och 1 &r parallella dvs @ = A7, da &r
Span (v, W) = {t0 + s = tv' 4+ s\ = (t + As)¥' | s, dr tal} = Span(?)

linjen genom origo med riktning v.
(3) Om ¥ # 0 och & # 0 och ¥, W inte &r parallella, da kallas Span(, @) for ett

plan i R™.
1 0 2
8. Uppgift. Lat v = 3 och w = | 1 [. Undersék om vektorn | 6 | ligger
—1 1 1
i Span(v, ).
1 1 0
9. Uppgift. Undersék om o = 3 |,u=1| —11|,ochw= | 11| genererar
-1 0 1

R3.

Svar: 8) Nej 9) Ja

Fdéljande ar viktiga egenskaperna hos Span

10. Proposition. Betrakta Span(v, ¥s, ..., %) 1 R™.

(1) 0 ligger i Span(vh, Vs, . .., Uk)
(2) Om v, &r i Span(vy, ¥, ..., Uxn) da &r U+ @ i Span(v;, Vs, . . ., Uk)
(3) Om @ &r i Span(y, ¥, . . ., Ux) d& ar v 1 Span(vy, v, . .., Ux) dar t ar ett tal

11. Definition. En delméngd V' i R" kallas for delrum om

(1) 0 ligger i V

(2) omv,wariV dav+dariV

(3) om v ariV datvariV dért ér ett tal
Exempelvis om 1, ..., ) ar vektorer i R", da &r Span(vy, v, . .., U) ett delrum i R™.
12. Proposition. Alla delrum i R™ kan skrivas som Span(, ... 7), dir k < n.

13. En delméngd av R"™ som bestar av alla losningar till

a11ry + aprsy + -+ apTr = bl
a911 + A9y + -+ + QT = bg

azry + agry + -+ azTg

|
-
w

Ap1T1 + QAp2Z2 + -0 A+ T, = bn
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ar ett delrum i R™ om och endast om b, = b; = --- = b, = 0. Det betyder att
l6sningarna till ett homogen system bildar ett delrum. Losningarna till ett icke-homogen
system bildar inte ett delrum.

14. Betrakta W = Span(}, ... 0)) i R". Lat ¢ vara en vektor i R".

Tva fragor att fundera pa

(1) Kan @ skrivas som linjar kombination av ¢, . .. Ui, dvs, ligger /1 Span(v, . . . Uy)?
(2) Lat ¥ varai Span(, . .. t)). P4 hur manga olika séitt kan ¢’ skrivas som en linjér
kombination av v, ... Uj.

15. Definition.

(1) Vektorerna vy, ... 7, i R" kallas for linjért oberoende om alla vektorer i Span(#, . . . ¥)

kan skrivas pa ett unikt sdtt som en linjairkombination av v, ... Uy
(2) Vektorerna v, ... 0 1 R™ kallas for linjért beroende om de &r inte oberoende
Till exempel vektorerna €7, és, ..., €, i R" ar linjar oberoende.
an aiz aik
el L 21 . 22 . a2k
16. Proposition. Lat v, = i , Up = ey Up = ) vara vektorer
Qan1 () Qnk

i R". Foljande pastaenden ar ekvivalenta

(1) ¥, ... ar linjar oberoende
(2) Ingen av ¥; kan skrivas som linjarkombination av de andra vektorerna oy, . . ., U;_1, Uy 41, - - -
(3) Om 10 + catp + -+ + 0, =0,ddéircg =co=---=¢, =0
(4) Foljande matris har rang & (alla variabler ar pivot)
ail Gz - Ak
S . Q21 Q22 - Ak
[Ul L T Uk]: . .
Ap1 Gp2 - Ang

Eftersom rangen av en n x k-matris inte kan vara storre dn n eller k, kan vi konstatera
att om vektorerna oy, ... v, i R™ &r linjart oberoende, da &ar k < n.

17. Proposition. Vektorerna vy, ...7; i R™ &r linjar beroende om och endast om det
finns tal ¢y, ..., ¢, som inte alla ar noll och ¢10] + coth + - - - + 0 = 0, dvs om foljande
homogena systemet har en 16sning som ar inte 0,

@11 Q2 - A1k
[ﬁ . _,] Q21 Q22 - Ak

Ap1 Gp2 - Ak



18. Uppgift. Fundera pa foljande

e Kan 5 vektorer i R* vara linjirt oberoende?
e Kan 3 vektorer i R* vara linjéirt oberoende?
e Ar det sant att 3 vektorer i R* alltid dr linjirt oberoende?

Svar: Nej, Ja, Nej.

1 2 4
. N . -1 . 0 . =2 . ...
19. Uppgift. Undersok om v; = 3 |2 = 1| = - ar linjart
4 -2 6

oberoende.

Svar: De ér inte linjért oberoende.




