September 26, 2016. Forelasning 7.
Tillampad linjar algebra
INNEHALL

e Matriser med speciella former.
o LU-faktorisering.
e Berédkningskostnad - komplexitet.

Matriser med speciella former

1. en n X n diagonal matris:

d 0 - 0
0 do - 0
0o 0 --- d,
D ar inverterbar om d; # 0 for alla ¢ och i sa fall:
1/dy, 0 -+ 0
b | 0 Vdoe 0
0 0o - 1/d,

2. En symmetrisk matris, A = [a;;], & en matris som har egenskapen att a;; = aj;
for alla 7 och j. Det betyder att i-te kolonn &r lika med i-te rad. Alltsa, en symmetrisk
matris méaste vara kvadratisk (antalet av rad &r lika med antalet av kolonner). En
diagonal matris ar symmetrisk.

3. En gles n x n-matris ar en matris som till storsta delen bestar av element som &r
noll. En vanlig typ av glesa matriser ar bandade matriser dar alla element utanfor ett
smalt band (av storlek m ) runt diagonalen &r noll. For att matrisen ska kallas gles sa
bor m << n.

En tridiagonal n x n-bandmatris, m = 3, ser ut pa foljande satt

*

4. En kvadratisk n x n-matris kallas for 6vertriangulér (en. upper triangular) om

alla element nedanfér huvuddiagonalen ar noll.
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11 A2 @13 Aig
0 ax a3 au
0 0 asz asy
0 0 0 Q44

U:

En kvadratisk n x n-matris kallas for undertriangulér (en. lower triangular) om alla
element ovanfér huvuddiagonalen &r noll.

ap, 0 0 O
I — 21 Q929 0 0

az; asy asz 0

41 G42 (43 Q44

5. Proposition. Trianguldra matriser har féljande egenskaper

(1) Produkten av tva undertrianguldra/6vertrianguléra matriser dr en undertri-
anguldr /6vertrianguldr matris.

(2) En trianguldr matris ar inverterbar om och endast om all diagonalelement &r
skilda fran noll. Varfor dr det sa?

(3) Inversen av en inverterbar under/6vertriangulér matris dr under /6vertriangulér.

6. Uppgift. Lat

1 3 -1 3 -2 2
A=10 2 4 B=|10 0 -1
0 0 5 0 0 1
Verifiera de listade egenskaperna (ovan) for trianguldra matriser.

7. Uppgift. Los L7 = b dir

100 . 1
L=1|2 40 b= | 6
356 14

8. Uppgift. Los UZ = b dir
123 o [6
00 6 6

9. Uppgift. Vilken form far matrisen LU om L &r en undertrianguldr matris och
U ar en Overtrianguldr matris?




10. Uppgift. Hitta alla 3 x 3-diagonalmatriser, D, som har egenskapen att D? =
DD = D.

LU faktorisering

11. Lat n > ¢ > 7 och definiera n x n matriser:

J J i
10 - 0 -+ 0 --- O 10 - 0 -+ 0 --- 0
01 -+ 0 -0 -0 01 -+ 0 -0 --- 0
0 0 1 0 0 710 0 0 1 0
L;j(c) = P =
1 {0 O c 1 0 1 (0 O 1 0 0
10 0 0 0 1] 0 0 0 0 1

Borja med n x n identitetsmatris I,

e Matrisen L; j(c) erhalls genom att utfoéra foljande radoperationer till 7,,: multi-
plicera j-te rad med c och addera till i-te rad.

e Matrisen P, ; erhalls genom att utfora foljande radoperationer till 1,,: byte i-te
rad med j-te rad och vice versa.

12. Proposition.

Ry
e Lat A= | : | vara n X m matris. Da
R,
Ry [ R ] [R]  [Ri]
Ry Ry Ry Ry
R, R, R, R;
Lij()A=Lij(c) | .| = : PjA=PF;| | =
R; R, + cR; R; R;
_Rn_ L Rn _Rn_ _Rn_

e L;;(c) ar inverterbar och L; ;(¢)™' = L; j(—c).

e P,; ér inverterbar och P! = P, ;.
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\Gauss rad eliminering kan beskrivas genom att multiplicera med L, ;(c) och P, ;|

Till exampel:

1 0 0
co1 1 0| = Laqi(ca1) Lan(car) Lso(cs2)
c31 c3p 1
1 0 0 0
Co1 ]_ O O
= LQ,I(CQI) L371(C31) L471(C41) L3,2(C32> L472(C42) L4,3(C43)
c31 e 10
Cs1 Ca2 Ca3 1

Antar att A dr n X n matris och den kan Gauss transformeras till 6vertriangular matris
U, utan att gora rad byte. Det betyder att:

Step 1. Ry ~~ (Ry — ¢o1Ry) (multiplicera rad 1 med c¢g; och subtrahera fran rad 2).
Detta kan beskrivas genom matris multiplikation Lo ;(—ca1)A.

Step 2. Ry ~ (Rs — c31Ry) (multiplicera rad 1 med c¢3; och subtrahera fran rad 3).
Detta kan beskrivas genom matris multiplikation Ls1(—c31) Lo (—co1)A.

Step 3. Ry ~ (R4—c41 R1) (multiplicera rad 1 med ¢4y och subtrahera fran rad 4). Detta
kan beskrivas genom matris multiplikation Ly ;(—c41) Ls1(—c31) Lo (—ca1)A.

Step 4. Fortsétt kolonnvis och fa

Ln,n—l (_Cn n—l)

Ln,n—2(_cn n—2) Ln—l,n—Z(_cn—l n—2)

Ln,l(—Cnl) Ln71,1<_cn71 1) L3,1(—C31) L2,1(—021) A =U

Step 5. Multiplicera med inverserna av L, o(—Ces) Och fa:
A = L2,1(021) L3,1(631) ce Ln71,1<cn71 1) Ln,l(Cnl)
L3,2(032) T Ln—1,2(0n—1 2) Ln,2(cn2>

Ln—l,n—2(cn—l n—2) Ln,n—Q(Cn n—2)
Ln,n—l(cn n—l) U

som ger:
1 0 0 0 0 0]
C21 1 0 0 0 0
C31 C32 1 0 0 0

A= | cu Ca2 C43 1 0 Olyu=rLU
Ch—11 Cp—12 Cp—13 Cp—14 -"°° 1 0
L Cn1 Cn2 Cn3 Cn4 0 Cpop—1 1_
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Den ovan kallas for en LU faktorisering av A. Den beskriver A som multipli-
kation av undertriangular matris L med 1-or pa diagonalen och overtriangulér
matris U.

13. Exempel. Bestam en LU-faktorisering av

1 2 —1
A= 2 1 =2
-3 1 1
1 2 —1 1 2 —1
2 1 =2 subtrahera 2x rad 1 fran rad 2 = 0 -3 0
i -3 1 1 -3 1 1
1 2 —1 1 2 —1
0 -3 0 subtrahera —3x rad 1 franrad 3= | 0 —3 0
i -3 1 1 0 7 =2
1 2 —1 1 2 -1
0 -3 0 subtrahera xrad 2franrad 3= | 0 —3 0| =U
0 7 =2 0 0 -2

Den undertrianguldra matrisen L skapas med ettor pa diagonalen och rad-multiplikatorerna
i den undre triangeln,

1
L= 2
-3

)
= )

Det kan finnas fler LU-faktoriseringar av en matris A. Det beror pa hur man gor
faktoriseringen. Tillvagagangssittet som presenteras ovan ér fran Numerical Analysis
av Sauer.

14. Antar att A = LU &r LU faktorisering (dér L &r en undertrianguldr matris med
ettor pa diagonalen och U en Gvertrianguldr matris).

Om vi vill 16sa det linjara ekvationssystemet Ax = b kan vi istéillet 16sa LUZ = b.
Losningsalgoritmen kan skrivas som

(1) LU-faktorisera A = LUZ = b.

(2) Lat ¥ = UZ och 16s det undertrianguléra systemet Ly = b genom framéatsub-

stitution = 7.
(3) Los nu det 6vertrianguléra systemet UZ = i genom bakatsubstitution = 7.
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Att 16sa ett linjart ekvationssystem med LU-faktorisering ar valdigt effektivt om man
har ett system med flera hogerled.

Berakningskostnad - komplexitet

15. Nér vi 16ser ett problem numeriskt med hjélp av en dator &r beridkningskostnaden
intressant. Berdkningskostnaden for en datoralgoritm méts vanligtvis i antalet flyttal-
soperationer (flop). En flop dr en multiplikation, division, addition eller subtraktion.

Vi skriver att funktion f(n) dr O(g(n)) om det finns ett tall A sa att, for alla n >> 0,
f(n)/g(n) < A. Det betyder att f(n) dr begrénsad av g(n).

16. Framatsubstitution.

INPUT: n x n matris 6vertriangular matris med 1-or pa diagonalen L.
OUTPUT: l5sning till Ly = b.

Antalet av flop for att gora framatsubstitution och l6sa Ly = b dr ungefar
n(n —1).

Berikning kostnad av framétsubstitution dr O(n?).

17. Bakatsubstitution.

INPUT: n x n matris undertriangulér matris U.

e OUTPUT: 16sning till UZ = .

Antalet av flop for att gora bakatsubstitution och l6sa UZ = 3 &r ungefar
n(n —1).

Beriikning kostnad av bakatsubstitution dr O(n?).

18. LU-faktorisering.

e INPUT: n x n matris A.

e OUTPUT: LU faktorisering A = LU, dar L ar en undertrianguldr matris med
ettor pa diagonalen och U en 6vertrianguldar matris.

e antalet av flop for att gora LU-faktorisering &r ungefér %n?’.

e Beriikning kostnad av LU-faktorisering dr O(n?).

19. Kostand av andra operationer:

operation | kostnad
Gauss elimination | O(n?)
Beriikna inversen av A genom [A[I] = [I|A7Y] | O(n?)
LU-faktorisering av A om A &r en gles bandmatris | O(n)
Framatsubstitution for en glas bandmatris | O(n)
Bakatsubstitution for en gles bandmatris | O(n)

20. Om vi vet hur méanga flop/s (flops) en dator gor kan vi fa en uppskattning av
berakningskostnaden i tid.



21. Uppgift. Antag att det tar 0.2 sekunder att Gauss-eliminera en n x n-matris
A pa din dator ndr n = 1000. Hur lang tid skulle det ta att Gauss-eliminera ett
matris med n = 10000 obekanta?

22. Uppgift. Antag att det tar 0.005 sekunder att gora en bakatsubstitution med
5000 obekanta pa en dator. Hur lang tid skulle det ta att géra en Gauss-elimination
av en n X n-matris dar n = 50007




