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e Algebraiska operationer med matriser.
e Definition och berdkning av inversen av en matris.

1. Inverterbara matriser

En matris A ar inverterbar om det finns en matris B si att AB och BA ar identi-
tetsmatriser. Matrisen B kallas for inversen till A och betecknas med A~!. Notera att
endast kvadratiska matriser ar inverterbara. Varfor det?

2. Proposition (Se bland annat Sats 3.3.9 1 Anton & Busby)

(1) Lat A vara en n X n-matris som &r inverterbar och 1at A~! vara inversen till A.
Da AA™' =1, och A 'A=1,.
(2) Lat A vara en n x n-matris. Om B &r en n X n-matris och AB = I,,, da ar

B=A"
(3) Lat A vara en n x n-matris. Om B &r en n X n- matris och BA = I,,, da ar
B=A"

(4) En n x n-matris A &r inverterbar om och endast om rang(A) = n, dvs, antalet
av pivotkolonner &r lika med n.

(5) En n x n-matris A ér inverterbar om och endast om systemet AZ = 0 bara har
en losning som ges av 0 (triviala 16sningen).

(6) En n x n-matris A &r inverterbar om och endast om systemet AZ = b bara har
en l6sning for alla b.

(7) En n X n-matris A &r inverterbar om och endast om kolonnerna &r linjart
oberoende (detta aterkommer vi till i F8).

3. Uppgift. Bestdam om foljande matris A &r inverterbar.

1 -1 2
A=11 0 -1
0 1 3

4. Uppgift. Avgor genom inspektion om féljande homogena system har en icke-
trivial 16sning och avgor om koefficientmatrisen &r inverterbar.
2[[1 + o — 3£L‘3 + x4 = 0
5.2132 + 4333 + 35134 =0
r3 + 2x4= 0
Ty = 0




5. Uppgift. Hitta alla virden pa a for vilka matrisen

a a a
1 a a
1 1 a

ar inverterbar.

6. Proposition (se Sats 3.2.71 Anton & Busby)

d
kallas for determinanten av A). I detta fall ges inversen till A av

e

En 2 x 2-matris A = [ CCL b 1 ar inverterbar om och endast om ad — bc # 0 (ad — be

Cad—be| —¢ a
7. Uppgift. Bestdm om féljande matris A &r inverterbar och i sa fall hitta inversen
A—l
2 4
=117
8. Hur kan vi berdkna inversen for en n x n-matris?
Lat
11 Q12 -+ Qi
Q21 Q22 -+ QA2
A=
an1 Ap2 - Ann
Inversen till A &r en matris
bii bz -+ bip
bar bay -+ Doy S S o
= . C o =1b by b, |
bnl an bnn
dar (}; ar den i-te kolonnen av B, sadan att
ay; a2 -+ Aip bii bz -+ bip 10 - 0
Q21 Qg2 --+ A2y bay bay -+ Doy 01 -

AB =

Ap1 Ap2 ' App bnl bn? bnn 00 --- bl



b
- bai | .. .
Det betyder att b; = ) ar en l0sning till
bm'
@11 Q12 - Alp b
Q21 Q22 - A2p bai .
. . = €;
aAp1 Aap2 Anp bnz

Vi kan konstatera att inversen till A kan beréknas pa foljande sitt (i Anton & Busby
The Inversion Algorithm);

Anvind Gauss-Jordans elimineringsprocess pa foljande totalmatris (med identitetsma-
trisen som hogerled)

a1 a2 -+ a1 0 - 0

(s Qg -+ A, |0 1 -+ 0
[A| L] = .

Ap1 Ap2 - Anpn 0 O ce 1

och reducera den till

1 0 <+ 0]byy by -+ by,

0 1 -+ 0]by by -+ boy
[[n | B] = - : : : :

0 0 -+ 1|by by -+ by

Inversen, A~!, ges av A~! = B.

9. Proposition (Se Sats 3.3.51 Anton & Busby)

Ett linjart ekvationssystem AZ = b med n ekvationer och n obekanta kan 16sas med
hjilp av A~! forutsatt att A ér inverterbar. Losningen ges av 7 = A~1b.

IR

10. Uppgift. Los systemet

11. Uppgift. Verifiera att




ar inversen till
1/6 2/5 1/30
A=|1/3 —-1/5 1/15
1/6 0 —1/6

Los sedan systemet

T —8
Aly | = 11
z 4

12. Uppgift. Berdkna l6sningen till foljande system
T+ 229+ 33 = 4
201 + 529 +3x3 = 5
r1+8x3= 9

X1 + 21‘2 —|— T3 = ]_
21‘1 + 51‘2 + 3133 = 6
T+ 8$3 = —6

Fér vilka vektorer b r systemet konsistent?
13. Uppgift. Vad géller for by, by och b3 for att systemet ska vara konsistent?
x|+ xo + 21‘3 = b1
T+ T3 = bg
2%1 + xo + 3.%'5 = b3

14. Uppgift. En vektor w &r en linjarkombination av vektorerna v, vy, U3, och ¥y,
om det existerar tal ci, co, c3, ¢4 sa att
W= 01171 + 02?72 + 03?73 + 04174.

I foljande fall, stall upp ekvationssystemet for bestdmning av ¢, co,c3, ¢4. Avgor
med hjélp av MATLAB om systemet har nagon 16sning. Om en 16sning finns sa
16s systemet. I MATLAB berdknar man inversen av en matris med inv(A) och ett
linjart ekvationssystem, Ax = b 16ser man genom att skriva x=A\b.

a)

1 2 —1 0 6
. 1 . 1 . 0 . 1 . 7
1= 0 , U2 = 3 y U3 = -1 y,  Ug = 0 y W= 6 )
3 2 2 1 4




1 2 —1 2 6
- 1 . 1 S 0 S 0 - 7
1= 0 , U2 = 3 y U3 = -1 y U4 = 4 y W= 6 )
3 2 2 -3 4

15. Uppgift. Ta reda pa om féljande matriser &r inverterbara, och i sa fall, berdkna
inversen (for hand).

1 20 1 -1 1

AA=|01 2| Aa=|0 2 2

0 21 2 0 4

For uppgift d) - e), anvind Matlab.

2 -1 0 00 2 =10 00
2 1 0 10 2 10 1 0
dA={0 01 12| eA=|0 01 -1 2
0O 00 01 0O 00 01
0O 01 03 4 01 0 3




