SF1634 Differentialekvationer 11
Tentamen 16 augusti 2016 ki 08.00 — 13.00

Skrivtid: b timmar
Tillatna hjilpmedel d&r BETA, Mathematics Handbook for Science and Engineering
Examinator: Hans Thunberg

Tentamenskrivningen omfattar tva delar.

Del I bestar av 5 uppgifter, som vardera kan ge hogst 3p vardera. Dessa fem uppgif-
ter kan var och en tillgodordknas mot bonuspodng fran kontrollskrivningar och muntliga
redovisningar under kursens gang.

Godkénd kontrollskrivning nr ¢ ger automatiskt 3p pad uppgift nr ¢ (i = 1,2,3) och
godkiint deltagande vid muntlig redovisning av inlamningsuppgift nr 7 ger 3p pa uppegift
347 (7 =1,2). Bonus ar giltig under ldsaret vid ordinarie tentamen och vid omtentamen
i augustiperioden.

Del 1I bestar av fem uppgifter som totalt kan ge 22 poiéng, uppgifterna 6 — 8 ger maximalt
4 po#éng vardera och uppgifterna 9 och 10 maximalt 5 podng vardera.

Totalt blir det alltsa méjligt att fa 37 podng. Betygsgrdnserna vid tentamen kommer att
ges av

Betyg |A B C D E Fx
Total poéing | 31 26 22 18 15 13

Dessa podnggranser ar prelimindra och kan komma att justeras.

For full poiang pa en uppgift krivs att 1osningarna dr val presenterade och litta att folja.
Det innebér speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen
tydligt beskrivs i ord eller symboler och att resonemangen &r val motiverade och tydligt
forklarade. -




DEL 1

(1) En kropp med mass m > 0 faller fritt under paverkan av gravition och luftmotstand.
Kroppens hastighet v = v(¢) > 0 vid tidpunkten ¢ uppfyller

dy
{ma =mg— kv, t>0,

’U(O) = Uy > 0,

dar g > 0 ar tyngdkraftsaccelerationen och k dr en positiv konstant.
Bestdm limg—, o v(2).

3 p)
(2) Anvénd Fouriertransform i z-led for att hirleda l6sningen
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till initalvidrdesproblemet
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u(z,0) = e~ tol —00 < & < 00,
B p)

(3) Bestédm de stationéira 1osningarna till systemet

2=y —y

y =ay—2z4+y—2
dér z = x(t) och y = y(t). Klassificera ocksd de stationira Iésningarna med avse-
ende pa typ och stabilitet.

(3 p)

(4) En pendels rorelse beskrivs av differentialekvationen
@"(t) +0(t) = 8(t — m)

dar #(t) ar pendelns utslagsvinkel, ¢ #r tid och § dr Diracs "delta-funktion”. Antag
att pendelns rorelse startas vid tidpunkten £ = 0 med utslagsvinkel #(0) = 0 och
vinkelhastighet ¢'(0) = 1.

a) Bestdm 8(t) for ¢ > 0.
(2p)

b) Tolka hogerledet §(¢ — m) och forklara hur pendelns rérelse péaverkas av denna
term.

(1p)
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(5) a) Visa att om f(2) dr en tva ganger deriverbar funktion ocn ¢ en reell konstant,
sa ar .
u(w,t) = L(fletet) + fla )
en 16sning till den partiella differentialekvationen
, 0% Oy
o = —
oz?  Of?
och intitalvillkoren u(z, 0) = f(z) och %(:ﬁ,O) =0, —c0o <z <00

—oo < <oo,t>0,

(2p)
b) Lit nu ¢ = 1 och 18t f(z) se ut som i figuren nedan. Speciellt ar f(z) > 0 da
lz] < 1, f{z) = 0da lz| > 1, och f antar ett stringt globalt maximum i x =0,
fo) =1 Y

1 (j::'gi-"‘}

" " [N
~1 ; 1 Y X
Skissera kurvan y = u(z, 4).
(1p)
DEL II
(6) Los begynnelsevirdesproblemet
y'(z) +4y(z) =sinz, y(0)=1.
(4p)
(7} a) Visa y,(z) = 2° &r en l6sning till differentialekvationen
22 —ay 3y =0, z>0.
(1 p)

b) Los begynneslevéirdesproblemet
gy —ay' =3y =0, y(1)=2,y(1)=2, =z>0.
Du kan anvinda dig av pastaendet 1 a) dven om du inte har 16st den deluppgitten.
(3 p)

(8) Bestam alla funktioner X (t) = (zgg) som uppfyller

a2 3)x ().

(4 p)




)

(10)

Lat f vara en kontinuerlig funktion med kontinuerlig derivata pa hela reella axeln.
Antag ocksa for enkelhets skull att f har hogst ett dndligt antal nollstillen. Visa
att den ordinéra differentialekvationen

dy
a = f(y)

endast har losningar som &r antingen konstanta, monotont vixande eller monotont
avtagande.

(5 p)
Antag att for den kontinuerliga funktionen f(z) giller att
flz) = ansinn:c, O0<z<m,
n=1
dir b,, dr konstanter.
a) Hirled formeln
2 m
b, = —f f(z)sinnz dz.
T Jo
(3 p)
b) Visa att
n_ 1 11
4 7 3 5 7 U

genom att betrakta specialfallet f(x) =1 for alla 0 < z < 7.




