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DEL A

1. Den 1:a januari 2006 lastes 10 kg av ett visst radioaktivt dmne in i en kiillare. Amnet
sonderfaller i en takt som dr direkt proportionell mot hur mycket som finns kvar av @mnet.
Halveringstiden dr 50 ar. Hur mycket finns kvar av &mnet den 1:a januari 2016?

Losning. Om y(t) beskriver midngden av dmnet vid tiden ¢ &r, ddr ¢ = 0 motsvarar 1
januari 2006, sd méste y/(t) = ky(t) for ndgon konstant k och féljaktligen y(t) = Ce*
dér C' dr ytterligare en konstant.

Eftersom méngden av dmnet vid tidpunkten 0 4r 10 kg och y(0) = C', sa maste C' = 10.
Vi vet vidare att nir ¢ = 50 sa ska den ursprungliga méngden ha halverats, dvs y(50) = 5.
Vi far:

y(50) = 5 <= 10" =5
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Mingden av dmnet vid tiden ¢ #r alltsd y(t) = 10e~*™2/50 kg Den 1 januari 2016 r
mingden precis y(10) = 10e~(102)/50 = 10e=(n2)/5 ~ 8.7 kg.

U

Svar: 10e~("2)/5 kg
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2. Berikna nedanstaende integraler.

2w
A. / | sin x 4 cos x| dx (tips: dela upp integrationsintervallet)
0

B. / 2?Inzdx (tips: anvénd partiell integration)
1

Losning. A. Eftersom sin x + cos x &r positivt dd 0 < x < 37 /4, negativt
da 37/4 < x < 7w /4 och positivt igen da 77 /4 < x < 27 sa har vi att

2
/ |sinz + cos x| dx
0

3m/4 /4 2w
= / (sinz + cosz) dr — / (sinz + cosz) dr + / (sinz + cosz) dz
0 3

/4 /4
= 4V/2.
B. Vi anvinder partiell integration och far
e 3 € e .2
/ *Inzdr = {I— lnx} — / T de
e [2%]°

e [5]1

2 +1

9

Svar: A. 41/2. B. 2639—“
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T+ 2

2 + 2 arctan x.

3. Betrakta funktionen f som ges av f(z) =

A. Bestdm definitionsméngden till f.

B. Bestidm de intervall dir f dr vixande respektive avtagande.
C. Avgor om f antar nagot storsta respektive minsta virde.
D. Finn alla asymptoter till funktionsgrafen y = f(z)

E. Bestim med hjilp av ovanstaende viardeméngden till f.

Lésning. Uppgift A och D: Definitionsméngden &r hela R. Eftersom lim, 1, f(z) = +7
har vi att y = 7 dr asymptot 1 odndligheten och y = —7 asymptot i minus oédndligheten.
Uppgift B: Vi deriverar och far

) = 2?2 +1—2x(x + 2) N 2 _ x2—4x+3.

(22 4+ 1)2 2?2 +1 (224 1)2

Vi har tva kritiska punkter, namligen © = 3 och x = 1. Teckenstudium av derivatan:
Om z < 1sadr f/'(z) positivt.
Om 1 < z < 3sddr f'(z) negativt.
Om z > 3 sa dr f'(z) positivt.

Vi ser att f dr stringt vixande pa intervallet z < 1, stringt avtagande pa intervallet 1 <
x < 3 och striangt vixande pa intervallet > 3

Uppgift C och E. Vi ser att vi har ett lokalt max i x = 1 (det lokala maxvérdet dr (3+7)/2)
och ett lokalt min i x = 3 (det lokala minvérdet &r 1/2 + 2 arctan 3). Men eftersom bada
dessa lokala extremvirden ligger strikt mellan —7 och 7 kan de inte vara storsta/minsta
virde till f, eftersom [ antar virden hur nira m och —7 som helst. Det foljer att f inte
antar nagot storsta eller minsta virde. Virdeméngden &r (—m, 7).

Grafen kan skissas med hjilp av ovanstaende utredning:

Svar: Se 16sningen.
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DEL B

4. Vi ska Taylorutveckla funktionen f(x) = In(1 + x).
A. Bestam Taylorpolynomet av grad 4 kring punkten z = 0 till funktionen f.
B. Anvind polynomet i uppgift A for att berdkna ett ndrmevirde till In 2.
C. Avgor om felet 1 ditt ndrmevirde dr mindre dn 0.25.
2 xd 2t

Losning. A. Det sokta polynomet dr p(z) = = — ) + R Detta r ett standard-

polynom (men man kan forstas ocksa ta fram det genom derivering etc).

B.In2=f(1)=p(l) =7/12

F9(e)
5!

mindre #n 1/5 eftersom f®)(c) = 4!/(1 4 ¢)*. Svar ja.

C. Feltermen éar 1° for nagot tal ¢ mellan 0 och 1, vilket till beloppet garanterat ér

O

Svar: Se I6sningen.
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5. Vi ska bestimma tyngdpunkten (zr,yr) for 6vre halvan av den homogena enhetscir-
kelskivan, dvs omradet som ges av oliketerna 2% + y?> < 1 och y > 0. Av symmet-
riskdl dr det uppenbart att 7 = 0, men y-koordinaten maste beriiknas. Med hjélp av ett
jamviktsresonemang kan man visa att

1
/ 2u/ 1 —y?dy

0

- :
/ 2y/1 —y2dy
0

Beridkna y-koordinaten for tyngdpunkten!

Yyr =

Losning. Vi ser att integralen i ndmnaren precis ger arean av halvcirkelskivan, sa den
integralen maste vara /2 (kan forstas ocksa beriknas, t ex med substitutionen y = sin x).

Integralen i tédljaren berdknar vi:

1 —(1— yz)s/z} 1 9
20v/1 —y2dy = | ——4—| = —.
/o T { 32 |, 3

4
Vi ser alltsa att y-koordinaten for tyngdpunkten blir 3
T

Svar: 4/37
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6. Ett foremal med massan m faller genom jordatmosfiaren mot jordens yta. Om vi antar att
luftmotstandet &r direkt proportionellt mot farten v fas enligt Newtons andra lag differen-
tialekvationen

mv'(t) = —kv(t) + mg
dir k dr en positiv konstant och g tyngdaccelerationen.
A. Bestam farten v vid en godtycklig tidpunkt ¢, om foremalet slépps fran vila vid
tidpunkten ¢ = 0.
B. Visa att farten enligt modellen inte kan dka obegrinsat utan kommer att nirma sig
ett visst véirde efter 1ang tid. Bestdm detta virde.

Losning. Lat oss borja med att skriva om differentialekvationen pa det ekvivalenta sittet

dt  m -9

Losningen v till differentialekvationen har strukturen v = v, + v, dér v, dr de allmédnna
16sningen till motsvarande homogena ekvation (med hogerled 0) och v, dr nagon parti-
kuldrlosning. Vi ser direkt att vi kan ta v, = gm/k. For att hitta vy, ser vi att den ka-
raktiristiska ekvationen 7 + (k/m) = 0 har 16sning r = —k/m varfor v, = Ce */™,
Sammantaget har vi att

v(t) = Ce /™ 4 %,
ar den allminna 16sningen till differentialekvationen. Att foremélet sldpps fran vila vid
t = 0 betyder att v(0) = 0 sé vi ska vilja C' = —gm/k.
Farten vid en godtycklig tidpunkt ¢ ges alltsa av

déar C 4r en godtycklig konstant

k k
B. Eftersom e ar stringt avtagande maste v vara stringt vixande, och da lim;_, ., v(t) =
gm/k sa dr detta det virde som farten nirmar sig. Hogre fart kan inte uppnas.

= I
—kt/m

]
Svar: A. v(t) = 2% (1 — e */™) . B. gm/k
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DEL C

7. Denna uppgift handlar om teorin kring lokala extrempunkter.

A. Definiera vad som menas med en lokal maxpunkt till en funktion f.

B. Bevisa foljande pastdende: Om funktionen f har en lokal maxpunkt i en inre
punkt a i definitionsméngden och f dr deriverbar i a, sd dr f'(a) = 0.

C. Visa med ett exempel att en funktion kan ha en derivata som &r 0 1 en punkt utan att
den punkten &r en lokal extrempunkt.

D. Visa med ett exempel att en funktion kan ha en lokal maxpunkt i en punkt utan att
funktionen har en derivata som ir 0 i den punkten.

Losning. A. Punkten a i definitionsméngden till f &r en lokal maxpunkt till f om det finns
en omgivning / till a sddan att f(a) > f(z) forallaz € I som ligger i definitionsméngden
till f.

B. Anta att f dr deriverbar i punkten a i det inre av definitionsmingden och att a ir en
lokal maxpunkt till f. For alla tillrackligt sma positiva tal i géller da att

fla+h) = f(a)
h
eftersom téljaren dr negativ och nimnaren positiv. Om vi later h — 0 far viatt f'(a) < 0.

<0

For alla tillrdckligt sma negativa tal A géller tvéartom att

fla+h) - f(a)
h
eftersom téljaren dr negativ och nimnaren negativ. Om vi later h — 0~ far vi att f'(a) > 0.

>0

Eftersom 0 dr det enda tal som bade iar storre 4n eller lika med 0 och mindre dn eller lika
med 0 sa maste f'(a) = 0.

C. Funktionen f(z) = 2* uppfyller att f/(0) = 0 samtidigt som = = 0 inte ir en lokal
extrempunkt (varken max eller min).

D. Funktionen g(x) = —|z| har en lokal maxpunkt i origo men é&r inte deriverbar dar.
Il

Svar: Se 16sningen
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8. Betrakta kurvan med ekvation y = z*. For varje punkt (x,y) p& kurvan (utom origo) sa
har kurvan en normallinje som skér y-axeln i exakt en punkt (0, b). Bestim det minsta
mojliga vérdet pa b.

Losning. Visitter f(z) = z*. D& f #r jimn récker det av symmetriskil att studera proble-
met for positiva z. Vi deriverar och far f/(z) = 4x3. Riktningskoefficienten f6r normalen
till kurvan y = z* i punkten (z¢, r{) dr d& —1/4x3. Normalens ekvation fas som

1
y— x5 = —4—mg(:c — Zp).

Normalen skir y-axeln i punkten

1
0

1
Vi ska saledes minimera funktionen d(z) = 2* + P da x > 0. Vi deriverar och far
x
d(z) = 42° — =
223"
Vi ser att for positiva x géller att

1 1
dz)=0=a1"=-—=z=—
Vi observerar att d'(z) #r negativt dd 0 < x < 1/+/2 och positivt di > 1/4/2 s vi har
en global minpunkt.

Det minsta méjliga virdet pa b ir dirfor b = d(1/v/2) = 3/4.

Svar: 3/4
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9. Avgor om den generaliserade integralen

/” dx
o Tsinz + /T

ar konvergent eller divergent.

Losning. Integralen dr generaliserad vid x = ( da integranden dr obegréinsad ddr. Vi har
att

1
<—da0<x<7r

< —
= rsinz ++z /T

eftersom x sin z > 0 pa intervallet. Eftersom vidare

i = lim / \/_ = lim (27 — 2V/c) = 27

c—07t c—07t

sa foljer det att

/7r dx
o Tsinz + /T

ar konvergent.

Svar: Konvergent




