Differentialekvationer 11, SF1634, VT16

Inlamningsuppgift 2. Burgers ekvation

Maéanga fysikaliska principer, exempelvis massans bevarande i ett flode, kan uttryckas som hyperboliska
konserveringslagar pa formen

ou 0
EJF%JC(“) =0, (1)

dar f(u) ar flddet. I denna uppgift betraktar vi tva fldden:

Lingar advektion: f(u) = cu, dér ¢ &r en konstant.

Burgers ekvation: f(u) = u?.

Losningens beteende kan analyseras med hjalp av sa kallade karakteristikor. Om vi ansétter en 16sning

pa formen u(t, z(t)), s& erhaller vi
du Ou dxOu

@ " ot T drow @
Lat nu % = f’(u). D4 har vi att
o w2t =,
&= P,
dér vii den forsta ekvationen nyttjat konserveringslagen (1). Notera! u ar konstant pé karakteristikorna,
som dr kurvor i (z,t)-planet som bestims av % = f'(u).
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Figur 1: Karakteristikor fér advektionsekvationen med ¢ = 0.2.
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Ezempel: For advektionsekvationen erhéaller vi

du
=0
dt ’
dx
sl
a7
som har 16sningen
U = Ug,

r = xg+ ct.

Om vart begynnelsevillkor ges av «(0,2(0)) = uo(x(0)) far vi alltsd u(t, ) = ug(zg) = uo(z — ct).
Den konstanta losningen fardas alltsd i (z,¢)-planet lings med linjerna x = g + ct. Se figur 1.

For att 16sa ekvationen numeriskt pa ett omrade « € [—1, 1] diskretiserar vi forst i z genom att infora

z;=—14@G—-1h,i=1,...,n,dir h = nzl. Dérefter anvinder vi finita differensapproximationen

ou 1

92" ® 5

tillsammans med lampliga randvillkor. Notera! Randvillkor far endast séttas vid rédnder dar karakteristi-
korna kommer in i berdkningsomradet, d v s vid £ = —1 om ¢ > 0 for advektionsekvationen. Vid andra
rander kan man anvéinda enkelsidiga differenser, exempelvis

8u -~ (Uz 7ui_1)+0(h),
5y i) & {

(—ui +uit1) + O(h).
Lat nu ¢ = 1 och randvillkoret vara %(ml) = 0. D4 kan den semidiskreta advektionsekvationen skrivas
som

(i1 — ui1) + O(h?) 3)

(4)

= =

) 0, i=1
S (g — ), i=2,...m—1 (5)
ot on \Wit+1 i—1)5 PO

— 5 (ui —uioy), i =n.

Detta &r ett system av ODE:er som kan 16sas med hjilp av MATLAB:s inbyggda ODE-16sare ode45.

Ul. Implementera finita differensmetoden for advektionsekvationen som ges av ekvation (5) i MATLAB,
och 16s for ¢ € [0, 0.25] med begynnelsevillkoret

L1+ cos(2mz))2, |z| <05

u0<m>:{2( (272))2, || < -
0, annars.

Verifiera att det till belopp maximala felet vid t = 0.25 beter sig som Ch?, dir C 4r en konstant. Tips:

e Hogerledet i (5) kan skrivas som en matris-vektor multiplikation —Dwu dér
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e Matrisen D kan enkelt skapas genom att anvinda kommandot spdiags och sedan korrigera forsta
och sista raden. Fran help spdiags (se sirskilt Example-delen):

A = spdiags(B,d,m,n) creates an m-by-n sparse matrix from the
columns of B and places them along the diagonals specified by d.

Roughly, A, B and d are related by
for k = 1:p
B(:,k) = diag(a,d(k))
end

Example: These commands generate a sparse tridiagonal representation
of the classic second difference operator on n points.

e = ones(n,1);

A = spdiags([e -2%e e], -1:1, n, n)

e Om felet #ir O(h?), hur bor det bete sig vid successiva halveringar av h? Prova exempelvis med
n = 41,81, 161.

U2. Anvind metoden med karakteristikor for att hirleda analytiska 16sningen till Burgers ekvation for
ug(x) = . Tips: Karakteristikorna #r aterigen réta linjer i (x,¢)-planet, men deras lutning beror nu av
uQ-

U3. Var och vilka randvillkor krdvs om du vill 16sa Burgers ekvation pa x € [—1,1] med begynnelse-
villkoret fran U27? Los detta problem numeriskt for nagot intervall ¢ € [0, T] och verifiera din 16sning.
Tips:

e Hur ser karakteristikorna ut vid x = —1 och = 17

e Om D &r matrisen fran Ul (ev. modifierad med ldmpliga randvillkor), kan man skriva hogerledet
foljande tva sétt:

rhs = @(t,u) -u.*(D*u); % Alternativ 1
rhs = @(t,u) -0.5%x(D*u."~2); % Alternativ 2

Vilken av varianterna ger bést resultat?

e For att askadliggora 16sningen kan man anvdnda mesh. Om [t,U] &r dina utvariabler fran ode45
och vektorn x é&r diskretisering av x, ritar mesh(x,t,U) upp en yta som beskriver 16sningen i
(z,t)-planet.

U4. Lo6s nu Burgers ekvation med begynnelsevillkoret frén ekvation (6) for ¢ € [0,0.25]. Beskriv vad
som hénder. Kan du forklara beteendet utifran metoden med karakteristikor? Blir det nagon skillnaden
beroende pa vilken av de tva varianterna ovan for att uttrycka hogerledet du anvinder?

U5. For att erhalla en klassisk 16sning kan man inféra artificiell viskositet genom att addera

2'LL
(o @
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till hogerledet. Denna term kan vi diskretisera med

=

9%u L (u; — 2uip1 +uig2) + O(R), i=1
@(fﬂi) ~ Qg (Wio1 — 2u; +uigr) + O(h?), i=2,.
1
2

oon—1
—(ui,z - 2’[1,1',1 + ’Uq) + O(h)7 1 =n.

h

Om man later §(h) — 0 nér h — 0 erhalls den korrekta 16sningen till ursprungsproblemet i denna grans.

Lat 6(h) = vh och bestdm experimentellt ett viirde pa v sa att 16sningen beter sig snéllt men behéller
en skarp lutning. Tips: v € [0.1,2].



