Differentialekvationer 11, SF1634, VT16

Inlamningsuppgift 1. Pendeln

En pendel bestaende av en upphéngning av langd [ och en massa m svinger i ett plan enligt Figur 1.
Om pendelns massa antas vara punktformad och den &r upphéngd i en oelastisk trad brukar den betecknas
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Figur 1: En pendel av langd [ och massa m.

som en matematisk pendel, och dess utslagsvinkel ges d& av den icke-linjara differentialekvationen
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dir 0(t) dr utslagsvinkeln och g dr tyngdaccelerationen!. Lat ¢; beteckna tiden d& pendeln forst passerar
OP, det vill séga forsta tidpunkt for vilken 6(t) = 0.
For uppgift 1-5 giller begynnelsevillkoren 8(0) = 7/12 och 6'(0) = —1/3. Konstanten g/l kan séittas
till 1.

Uppgift 1. Ekvation (1) kan linjériseras med hjalp av approximationen sin§ = 6, vilken ar giltig for
sma vinklar. Los den linjdriserade ekvationen och bestdm ¢;.

Uppgift 2. Taylorutveckling av 6(t) kring ¢ = 0 ger

0'(0),  0"(0) 5  07(0) 5 60%(0)
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Genom att derivera (1) med avseende pa t, kan uttryck erhéllas for hogre derivator av 6. For ¢t = 0 kan
dessa uttryckas i termer av 6(0) och 6'(0). Hérled en approximation av 0(t) baserad pa de fyra forsta
termerna i Taylorutvecklingen.

Tips: Se exempel 3 i kapitel 4.9 i kursboken.

Uppgift 3. Bestdm ¢; med hjilp av Taylorutvecklingen fran uppgift 2. Vad blir resultatet om ni
anvinder tva, tre, respektive fyra termer?

Tips: 1 det sistndmnda fallet ar det komplicerat att 16sa ekvationen exakt. I MATLAB kan rotterna
hittas genom kommandot roots(p), dir p #r ett polynom. Exempel: Polynomet z? — 3z + 2 lagras i

1F6r hirledning, se kapitel 5.3 i kursboken.
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MATLAB som vektorn p=[1 -3 2]. Notera ordningen av koefficienterna, diar hégsta term kommer forst.
Kommandot roots(p) ger da resultatet

ans =

Uppgift 4. Skriv Ekvation (1) som ett forsta ordningens system. Implementera Eulers metod for detta
system och bestdm ¢; numeriskt. Hur avgdr ni ndr 8 = 07 Hur véljer ni ert tidssteg?

Tips: Skriv en MATLAB-funktion for hogerledet i ert system, antingen som en s k anonym funktion
eller som en separat funktionsfil. Exempel: Hogerledet for systemet

1 /: Y2

Y2 t+y — i
kan representeras som F = @(t,y) [y(2); t+y(1)-y(1)-2]; direkt i ett skript (anonym funktion),
eller som

function yp = F(t,y)
yp(1) = y(2);
yp(2) =t + y(1) - y(1)~2;

som sparas som en separat funktionsfil F.m. Man bor alltid ha med variabeln t i funktionsdefinitionen
dven om den inte forekommer explicit i hogerledet. Med nagon av dessa tva definitioner kan ett steg med
Eulers metod kan skrivas som y = y + h*F(t,y); dir h dr tidssteget. Kom ihag att dven uppdatera
variabeln t i varje tidssteg!

Uppgift 5. Bestdm ¢; numeriskt med hjilp av den inbyggda ODE-16saren ode45.

Tips:

e Sehelp ode4b for hjélp om hur denna losare anvinds. Notera att start- och sluttid for integrationen
maste ges. Valj séledes ett intervall som innehéller férsta passeringen.

e Om hogerledet &r givet i en separat funktionsfil F.m, maste det betecknas med @F vid anropet till
ode45. For en anonym funktion behovs inget snabel-a.

e For att hitta tidpunkten for 6(t) = 0 kan exempelvis den inbyggda ekvationslosaren fzero an-
vandas. Denna loser f(x) = 0 for en funktion f, och darfor krivs det att man skapar en funktion
av de diskreta virden for ¢ och 6 som erhalls fran ode45. Detta kan foretrddesvis utféras genom
interpolation. Exempel:

% t och theta antas vara givna vektorer
f = @(x) spline(t,theta,x); 7% definierar en funktion f(x) genom att styckvis
% interpolera mellan punkterna i vektorerna t och theta

t1l = fzero(f,x0); % loser ekvationen f(x) = 0, dar xO &r en
% given startgissning

Extrauppgift. Enligt den linjiriserade modellen i uppgift 1 beror periodtiden inte av 6(0), vilket in-
tuitivt verkar orimligt. Anvind ode45 for att bestdmma periodtiden for ett antal startvinklar i intervallet
(0, 7). For denna uppgift kan ni lata 6'(0) = 0.



