ADK

Algoritmer, datastrukturer

10 december 2015

2015-12-10

Algoritmer, datastrukturer och komplexitet
Ovning 12

Anton Grensj6
grensjolcsc.kth.se

10 december 2015

Anton Grensj6 ADK — Ovning 12 10 december 2015



ADK
I—Idag

= Komplexittskiasser

[ Id ag R e

2015-12-10

PDF:er att plocka upp: Féreldsning 32 (komplexitetsklasser),
forelasning 257 (NP-fullstandiga problem), samt
dvningsanteckningarna.

m Komplexitetsklasser
m Blandade uppgifter fran tentor och muntor
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Komplexitetsklasser  Repefition ADK
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o~ polynomiskt mycket minne (oavset tid).
m P: mangden av problem som kan I6sas pa polynomisk tid. Visa figuren fran forsta sidan av forelasning 32.
m NP: mé&ngden av problem vars ja-instanser kan verifieras pa
polynomisk tid.
m CO-NP: mangden av problem vars nej-instanser kan verifieras pa
polynomisk tid.
m Ett problem A € co-NP om komplementproblemet till A tillhér NP.
Exempel: “Finns det inte ndgon hamiltonsk cykel?”
m EXPTIME: m&ngden av problem som kan l6sas i exponentiell tid.
m PSPACE: méngden av problem som kan I6sas med tillgang till

polynomiskt mycket minne (oavsett tid).

Anton Grensjo ADK — Ovning 12 10 december 2015 3/19



Komplexitetsklasser ~ co-NP-fullstandighet ADK
Komplexitetsklasser

L co-NP-fullstandighet
L Uppgift 1: co-NP-fullstandighet

Uppgift 1: co-NP-fullstandighet

2015-12-10

m Modell av ett tekniskt diagnosproblem:

m Vi har ndgon form av system, dér komponenttillstand,
systemtillstdnd och omgivningstillstand representeras av boolska
variabler.

m Systemet representeras av en boolsk formel .

m Om systemet fungerar s& kommer variablerna ha varden sa att ¢ ar
sann.

m En komponent ¢ representeras av en boolsk variabel x. (sant =
fungerar, falskt = trasig).

m Vi vet att ¢ ar trasig om: nér vi sétter in alla k&nda variabelvarden,
samt x. sann, i ¢, sa ar den resulterande formeln inte satisfierbar.

m Visa att det &r co-NP-fullstandigt att avgéra ifall ¢ &r trasig.
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Komplexitetsklasser ~ co-NP-fullstandighet ADK

. ) . F’T Komplexitetsklasser T

Uppgift 1: co-NP-fullstandighet = coNP-ulstandighet B o
2 L Uppgitt 1: co-NP-fullstandighet et
(§\}

Tillnér co-NP:

m Vi ska visa att vi i polynomisk tid kan verifiera en nej-instans, dvs
att ¢ inte ar trasig.

B ¢ &rinte trasig < det finns en variabeltilldelning som satisfierar
v dar x, sann.

m Lat en sadan variabeltilldelning vara var I6sning. Trivialt att
verifiera pa polynomisk tid.
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Komplexitetsklasser co-NP-fullsténdighet

Uppgift 1: co-NP-fullstandigt

co-NP-svart:
m Vilket co-NP-fullstandigt problem ska vi reducera?
m Vilka co-NP-fullstdndiga problem kénner vi till?
m Vireducerar CO-SAT (problemet att avgéra ifall en given boolsk
formel ¢ inte &r satisfierbar).
m Reduktionen:

m Lat ¢ vara en instans av CO-SAT.
m Givet ¢, konstruera ett system med den extra komponenten c,
representerad av x., och som definieras av ¢ = ¢ V .

m Anropa nu en algoritm som Iéser vart problem, med ¢ som indata.

m Om x, sétts till sann blir ¢ = ¢, s& problemet att avgora ifall ¢ ar
trasig ar precis samma som att avgéra ifall ¢ inte ar satisfierbar.
Alltsa ar reduktionen korrekt.

Problemet ar alltsd co-NP-fullstandigt.
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L co-NP-fullstandighet
I—Uppgif'[ 1: co-NP-fullstandigt

Uppift 1: co-NP-fullstandigt

= Vilket co-NP-fulsténdigt problem ska vireducera?
Istandiga problem kanner v 7

AT (problemet att avgora ifall en given boolsk
tisferbar).

Problemet ar altsé co-NP-ullstandigt.
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. c . 9. Komplexitetsklasser 7
Uppgift 2: Komplexitetsklassrelation N L omplexiietskiassrelation e il
g I—Uppgift 2: Komplexitetsklassrelation e
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Vad &r exponentiell tid? O (2°™), p(n) polynomfunktion av n

m PSPACE: Komplexitetsklassen som bestér av alla sprak for vilka
det existerar en deterministisk turingmaskin som kanner igen
spraket i polynomiskt minne.

m EXPTIME: Bestar av alla sprak for vilka det existerar en
deterministisk turingmaskin som kanner igen spraket i
exponentiell tid.

Visa att PSPACE C EXPTIME.
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. Vit PSPACE € EXPTIME
Komplexitetsklasser :

Betraka en turingmaskin som 6ser ettproblem med polynomisk!
minn

tal k 54 att antalet anvanda rutor pé bandet ar ()

o tecken, s4 &r antalet mojiga.

|—Komplexitetsklassrelation
I—Uppgift 2: Komplexitetsklassrelation

r lasiskrivhuvudet ar O().

foner & alisa O -3, exponentiel

Uppgift 2: Komplexitetsklassrelation

2015-12-10

Visa att PSPACE C EXPTIME.

m Betrakta en turingmaskin som I8ser ett problem med polynomiskt
minne.

m Det finns ett tal k s att antalet anvanda rutor pa bandet ar O(n*)
(n indatastorlek).

m Om alfabetet bestar av tre tecken, sa ar antalet méjliga
kombinationer 39",

m Antalet méjliga platser for las/skrivhuvudet ar O(nt).

m Totala antalet konfigurationer &r alltsa O(nt) - 3°") | exponentiellt i
n.

m Om man kommer tillbaka till samma konfiguration igen & mani en
oandlig loop, sa antalet konfigurationer ar en dévre grans pa antal
steg som behdvs for att I6sa problemet.

m Varje problem som kan I6sas med polynomiskt minne kan alltsa
I6sas pa exponentiell tid.

andig o a
steg som beovs for att165a problermet.

16sas pé exponentiel .
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Uppgift 1: Sant eller falskt?

I—Uppgiﬂ 1: Sant eller falskt?
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Ar féljande pastaenden sanna eller falska? Fér varje deluppgift ger
riktigt svar 1 poang och ett dvertygande bevisat riktigt svar 2 poéng,

a) Problemet att avgéra ifall ett tal med n siffror &r ett primtal ligger i
komplexitetsklassen co-NP.

m Problemet ligger i co-NP om komplementproblemet ligger i NP.

m Komplementproblemet: avgér ifall ett tal med n siffror &r
sammansatt (dvs kan faktoriseras i minst tva faktorer stérre an 1).

m Detta problem ligger i NP, eftersom en I6sning (en faktorisering av
talet) kan verifieras pa polynomisk tid. Hur?

m Svar: sant!
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Blandade uppgifter ADK Uppgift 1: Sant eller falsk?
: o .
Blandade uppgifter it e | oo o Byt bovint v 3 o

) Det finns en konstant ¢ > 1 sa att ' € 0(cs").

Uppgift 1: Sant eller falskt?

Uppgift 1: Sant eller falskt? T
= DVs oM e =858 87 = 50— i € B(ckE"),
= s o e i s 8 v it bz

2015-12-10

snabbare om
Slutsats: Om c > § s galler ' & O(cb%").

Ar féljande pastaenden sanna eller falska? Fér varje deluppgift ger e

riktigt svar 1 poang och ett dvertygande bevisat riktigt svar 2 poéng,
_ i Kanske visa Viggos variant?
b) Det finns en konstant ¢ > 1 sa att n® € O(c'°¢").

m Kom ihag rakneregler fér exponentialfunktionen och logaritmen!

3 logn
n3 _ zlogn _ 23logn _ (23) gn _ 810gn

m Dvsomc=8saarn’ =c2" — ndc (o).

m Dvs n? och c!°2” véxer lika snabbt om ¢ = 8. ¢'°2" maste vaxa
snabbare om ¢ > 8.

m Slutsats: Om ¢ > 8 sa géller n® € O(c°2").

m Svar: sant!
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I—Blandade uppgifter

rikligt svar 1 poang och eft dvertygande bevisat rkigt svar 2 poang.,
o

och =iont). Nar man implementerar
nod har re soner) gar det inte att Kara sig

Uppgift 1: Sant eller falskt?

I—Uppgiﬂ 1: Sant eller falskt?

2015-12-10

Ar féljande pastaenden sanna eller falska? Fér varje deluppgift ger
riktigt svar 1 poang och ett dvertygande bevisat riktigt svar 2 poéng,

c) Binara trad implementerar man vanligen genom att inféra tva
pekare i varje post (1eft och right). Nar man implementerar
ternara trad (dar varje nod har tre séner) gar det inte att klara sig
med mindre an tre pekare i varje post.

m Falski!

m Varje nod kan innehélla en pekare till sitt férsta barn, samt sitt
nasta syskon.
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I—Blandade uppgifter

Uppgift 2: Kladstrecket

- Uppgift 2: Kladstrecket
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(Algoritmkonstruktion, betyg C)
X

N ¥
—E——l ') Viggo tycker det ar viktigt att handdukarna ska utgéra ett harmoniskt

intryck for betraktaren => var noga med utplaceringen, har tagit matt.

e Matten motsvarar avstand fran kladstreckets bérjan till en handdukskan

m Viggo har héngt n stycken handdukar av olika storlek pa ett kladstrack. « Paren &r inte sorterade.

m Varje handduk har en startkoordinat v; och en slutkoordinat 4;.
m Viggo vill sdkra handdukarna med kladnypor.

m Det racker med att varje handduk halls pa plats av en kladnypa.
m Overlappande handdukar kan dela p4 samma kladnypa.

Indata: n, (Vl, h]), (V2, ]’lz), ey (v,,, h,,)

Konstruera en algoritm som s& snabbt som mdjligt beréknar var pa stracket
man ska satta nyporna, fér att minimera antalet nypor som kravs.

Motivera korrekthet och analysera med enhetskostnad.
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I—Blandade uppgifter * Vs onr &

Uppgift 2: Kladstrecket

- Uppgift 2: Kladstrecket

de pare
handduk i lsan vars hégerkant iger
B Satt en idnypa lingst tl noger pa

2015-12-10

m Vilken typ av algoritm kan vara lamplig har?
m Vi férsdker konstruera en girig algoritm.

Tidskomplexitet?

Exempel: (1,5),(2,4),(2,6),(3,7),(5,9), (6,7)
m Sortera alla par, dels med avseende pa vansterkanten och dels
med avseende p& hdgerkanten.
m Lagra resultaten i tva listor, Vsort och Hsort.
m Hall under sorteringen reda pa var varje post i den ena listan
hamnar i den andra listan.
Sa lange listan Hsort ar icke-tom:
Ta det forsta aterstdende paret i Hsort, s&g (v, h). Detta &r den
handduk i listan vars hdgerkant ligger langst till vanster.
Satt en kladnypa langst till héger pa denna handduk.
Ta bort alla par vars véansterkant ar till vanster om £ (dvs ta bort alla
handdukar som var nya nypa satter fast).
m Dvs ta bort par fran bérjan av Vsorr.
B For varje par som tas bort, ta bort motsvarande par fran Hsort.

Tidskomplexitet? O(nlogn)
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redan har adnypa i
fast nér algoritmen ar Kiar.

Uppgift 2: Kladstracket

L Uppgift 2: Kiadstracket
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= _upprepa argumentat o de Gvriga handdukarna.

Korrekthet:

m Vi plockar bara bort handdukar som redan har fatt en kladnypa i
sig = alla handdukar kommer sitta fast nér algoritmen ar klar.
m Visa att antalet kladnypor blir optimalt:
m Betrakta handduken med lagst hdgerkoordinat. Den maste sitta
fast, men var ska vi placera kladnypan?
m Om man satter fast den i punkten p s kommer alla handdukar med
vansterkant mindre an p att sitta fast.
m For att satta fast s4 manga handdukar som méijligt, vill vi alltsa valja
p sa langt till héger som majligt.
m Dvs det maste vara optimalt att satta nypan i handdukens
hégerkant.
m ...upprepa argumentet fér de évriga handdukarna...
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Blandade uppgifter ADK

: ‘9. Blandade uppgifter “‘““’“Z’;’:.,:*””“:...m
Uppgift 3: Grupprepresentanter & u -
%) Uppgift 3: Grupprepresentanter o
komplexitet, betyg C & S
m Det finns manga olika grupper av personer pa KTH.
m Rektorn vill ha ett smidigt satt att snabbt fora ut information till alla Gr“drl’pexemp_e_:_: I;ra:re ia CSC, Ii/lrarekpa F eleverc'jAEK:n’ ”
personer pé KTH. mediemmar | leknologkoren, ... Mlan Kan vara meda I tlera samti Igt.

m Darfor vill han skapa en grupp av informatérer, med féljande krav:
m Varje grupp ska vara representerad.
m Informatdrsgruppen ska vara sa liten som mojligt.
Problemet ar alltsa att givet en uppséttning grupper (ej nédvandigtvis
disjunkta!) hitta en s4 liten skara av representanter som méjligt.
Uppqift:
m Formulera problemet matematiskt som ett méangdproblem och
beskriv det som ett beslutsproblem.

m Visa att beslutsproblemet ar NP-fullstandigt.
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Blandade uppgifter

Uppgift 3: Grupprepresentanter

Matematisk formulering:
m Lat k vara ett positivt heltal.
m L&t S vara mangden personer.
m LatCc={Cy,...,C,} vara de m grupperna.

m Problemet: Existerar det en delmangd S’ C S med hégst k element
sqattS'NC;#0Pfor1 <i<m?

Ligger problemet i NP?

m Lat en I6sning vara méngden §'.
m Vi kan verifiera en I6sning genom att:

Kolla att ' C S.
Kollaatt S’ NC; A0 for1 <i<m.

m Detta kan uppenbarligen géras pa polynomisk tid.
m Problemet &r NP-svart.
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I—Uppgift 3: Grupprepresentanter

Hitting set

Uppgift 3: Grupprepresentanter

a <
B Kolaatts' 1, 4 0for1 <i<m

= Deta kan uppenbarigen goras pa polynomisk .

= Problemet ar NP-svart



Blandade uppgifter

Uppgift 3: Grupprepresentanter

NP-svart?
m Vilket problem ska vi reducera?

m Horntackning!

m Givet eninstans G = (V, E) till hérntackning, lat S = V och C = E.
m En hérntackning av storlek &k motsvarar precis en delmangd 8’ C §
av storlek k som innehéller minst ett element fran varje C..
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I—Uppgif’t 3: Grupprepresentanter

Visa féreldsningsanteckningar.

Uppgift 3: Grupprepresentanter

NP-svart?
= Vilket problem ska vireducera?
= Hormtackning!

= Gier
=En ek k mots
av sorlk & som innahallr minst it

E) tl horntackaing, a1 s
varar precis en

elament fran

—vaehc-k.
deimangd §'C 5
vatje G,
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vigar igen

Fler blandade uppgifter

|—Fler blandade uppgifter
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Det finns tva uppgifter till i dvningsanteckningarna, som vi gar igenom
om vi hinner.
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Sista 6vningen

|—Sista ovningen
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Tack for den har kursen!

Jag tar valdigt garna emot feedback angaende évningarna, sa prata
garna med mig, eller skicka ivag ett mejl.

Lycka till pa mastarprovsredovisningarna och pa tentan!
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Tack for den har kursen!

Jag tar
‘gama med mig, eller skicka ivag ett mejl.

Lycka tll pa méstarprovsredovisningarna och pa tentan!
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