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Maéstarprov 1 Uppgift 1: Hantverkare

Uppgift 1: Hantverkare

m Ditt kdk ska renoveras! Till din hjélp har du n stycken hantverkare
med varsitt tilldelat uppdrag.

m Hantverkarnas respektive uppdrag tar tid ¢, 1, . . . , t, tid att utfora.
m Endast ett uppdrag kan utféras at gangen.

m Alla hantverkare dyker upp samtidigt, och du debiteras bade for
arbetstid och vantetid.

m Varje hantverkare kostar 100 kr per timme.

Uppgift Designa en girig algoritm som berédknar den minimala
kostnaden for renoveringen.
Beskriv algoritmen med pseudokod, forklara varfér den
fungerar och analysera tidskomplexiteten.
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Maéstarprov 1 Uppgift 1: Hantverkare

Uppgift 1: Hantverkare

Lésning

m Hantverkarna maste utféra sina uppdrag i nagon ordning. Lat k;
vara indexet for det i:te uppdraget som utfors.

m Det uppdrag som utférs forst tar tiden #,, och under den tiden &r
det 1 person som arbetar och n — 1 personer som vantar.

m Kostnaden under denna tid &r alltsa 100 - n - .

m Under nésta uppdrag ar det en person mindre som behdéver vanta,
s& kostnaden under denna tid blir 100(n — 1)z, .

m Den totala kostnaden f6r denna ordning blir:

K =100 (nty, + (n — Dtg, + (n = 2)t5, + - -+ + 1)
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Maéstarprov 1 Uppgift 1: Hantverkare

Uppgift 1: Hantverkare

Lésning

K =100 (nty, + (n — Dty, + (n = 2)tx, + -+ - + tx,)

m Fragan &r alltsa vilken ordning {4;};_, som minimerar K.
® K har sitt minimala varde nar uppdragen utférs i ordning av
6kande tid, dvs:
fhy Sty < - < 1,

m Algoritm: Sortera listan av tider och berakna kostnaden enligt
formeln ovan.
function HANTVERKARE(f, 2, . .. , 1)
MERGESORT(t1,12,...,1,)
cost + 0
fori=1tondo
cost < cost + (n — i + 1)t;

return cost
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Maéstarprov 1 Uppgift 1: Hantverkare

Uppgift 1: Hantverkare

Tidskomplexitet

function HANTVERKARE(f, 2, . .., 1)
MERGESORT(t1,12,...,1,)
cost < 0
fori=1tondo
cost < cost + (n — i+ 1)t;

return cost

m Mergesort har tidskomplexiteten ©(nlogn).

m Viraknar med enhetskostnad, sa varje steg i for-slingen gar pa
konstant tid. Vi har n iterationer, s& for-slingen gar pa tid ©(n).

m Mergesort dominerar, s totala tidskomplexiteten ar ©(nlogn).
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Maéstarprov 1 Uppgift 1: Hantverkare

Uppgift 1: Hantverkare

Korrekthetsresonemang

m Korrekthet: varfér ger den sorterade ordningen
(t, <, < --- < 13,) minst kostnad?
m Antag att vi har en ordning som ger minimalt K, men dér #, > #
fér nagot .
m Undersok vad som hander om vi byter plats pa det i:te och i + 1:te
uppdraget.

i+1

(n —i+ l)tki + (n - i)tkH—l = (I’l - i)(tki + tki-H) +t >

(n - i)(tki + tki+1) + iy = (n —i+ l)tki+1 + (I’l - i)tki

m Kostanden blir alltsa I1agre om vi byter plats pa uppdragen.

m Motsagelse! Ordningen kan darmed inte har varit optimal.

m Slutsats: En ordning som ger minimalt K maste uppfylla r, < ..,
for varje i, dvs vimaste ha: 5, <, <--- < g,.
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Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 2: Héravstand

m n personer star pa en tallinje, pa heltalskoordinater mellan 0 och
2kn.

m Tva personer kan héra varandra om deras avstand ar strikt mindre
an k.

m Vi vill flytta p& personerna pa ett sddant sétt att alla par av
personer kan kommunicera (mdjligen med hjélp av en eller flera
mellanh&nder).

m Vilken &r den minimala summan av forflyttningar som behdévs fér
att detta ska bli uppfyllt?

Indata ges som n, k och P[1..n], dar P[i] beskriver ursprungspositionen fér
person i. Det &r givet att P[1] < P[2] < --- P[n].

Konstruera en algoritm som léser problemet, analysera tidskomplexitet i n och
k samt motivera korrekthet.
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Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 2: Héravstand

Insikter

m Notera att det aldrig I6nar sig fér personerna langst ut att flytta sig
langre bort.

m Det I6nar sig heller aldrig for tva personer att flytta sig forbi
varandra.

m Antag att vi redan har placerat ut personerna 1,2,...,i — 1 pa ett
korrekt satt. Det enda som just nu spelar roll fér placeringen av
person i ar var person i — 1 star (avstandet far inte vara for stort).

m Om vi bestimmer oss for att placera ut person i pa plats j sa kan
vi enkelt berdkna kostnaden for detta: |j — PJ[i]|.

m Men hur ska vi veta vilken plats j vi ska valja?

m Vi kanske kan ténka rekursivt har? Dela in i delproblem pa nagot
satt?

m Lat delproblemet vara: Vad blir den minimala férflyttningen for de i
forsta personerna, givet att den i:te personen placeras pa plats j?
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Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 2: Héravstand

Rekursion

m Det har borjar likna dynamisk programmering!

m L&t F[i,j] = den minimala férflyttningen for de i férsta personerna,
om person i flyttas till plats ;.

m Basfall: F[1,/] = |j — P[1]].

m Vad blir F[i,j] generellt?

m Vi ska placera ut person i pa plats j. Det kostar |j — P[i]]|.
m Vad kostar det att placera ut de i — 1 férsta personerna? Det beror
pa var person i — 1 placerats.
m Om person i — 1 placerades pé& positionen x ar kostnaden F[i — 1, x].
m lterera 6ver alla méjliga positioner x fér person i — 1 (dvs
Jj —k < x <j), och vélj positionen med lagst F[i — 1, x].

Fii.j = {U—P[l]| omi=1

minj_x<<; F[i — 1,x] + |j — P[i]| annars
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Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 2: Héravstand

Rekursion

Fli,j] = den minimala férflyttningen for de i férsta personerna, om
person i flyttas till plats .

FiiLj = {U—P[l” omi=1

minj_x<<; F[i — 1,x] + |[j — P[i]| annars

m Svaret &r minp(jj< <p(y F[n,x].
m Berakningsordning? Radvis fungerar bra.
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Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 2: Héravstand

Pseudokod

function HORAVSTAND(n, k, P[1..n])

for j < P[1] to P[n| do > Basfall.
F[1,j] «j = P[1]
fori«< 2tondo > Berdkna F[i,j] radvis.
for j « P[1] to P[n] do
1< o0
a <+ max (P[1],j —k+ 1)
forx <+ atojdo > Iterera dver alla mdjliga val
if F[i — 1,x] < ¢ then av position x fér féregaende
t+ Fli—1,x] person.
Fli,j] <t +1j = Pli]|
f 4 00
for x « P[1] to P[n] do > Hitta det slutliga svaret.
if F[n,x] < t then
t < F[n,x]
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Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 2: Héravstand

Tidskomplexitet

function HORAVSTAND(n, k, P[1..n])
for j < P[1] to P[n] do
F[1,j} «j— P[]

fori < 2tondo m De nastlade slingorna
for j « P[1] to P[n] do kommer dominera.
t 4 00 )
m Den yttre kdr n — 1 varv.

a < max (P[1],j —k+1)

fOf_x < atojdo Den mellersta kér maximalt
if Fli — 1,x] < then P[n] — P[1] + 1 < 2kn + 1 varv.
t« Fli—1,x]

Fli,j] < 1+ |j — Pli]|

Den innersta kor k — 1 varv.
Tidskomplexitet: O (n?k?).

14 00
for x <— P[1] to P[n] do
if F[n,x] < r then
t + F[n, x|
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Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 3: Mangder av anagram

m Givet: En lista av m stycken ord (endast sma bokstaver, a-6), med
langd < n.
m m och n &r oberoende av varandra.
m Skriv ut alla mangder av anagram i ordlistan, med en mangd per
rad.
m Dvs alla ord i listan som &r anagram av varandra ska std pa samma
rad.
m Orden pa varje rad ska sta i bokstavsordning.
m Ordningen mellan raderna spelar ingen roll.
m Ett ensamt anagram ska sta pa en egen rad.
m Beskriv algoritmen med pseudokod, analysera tidskomplexiteten,
motivera korrekthet.

m Algoritmen ska vara optimal, visa darfor att évre och undre gréns
sammanfaller.

Anton Grensj6 ADK — Ovning 8 5 november 2015 15/33



Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 3: Mangder av anagram

Lésning

m Hur kontrollerar vi om tva ord ar anagram?
m Sortera bokstéverna i respektive ord, kolla om resultatet blev lika.

m Lat orden lagras i en array w|l..m|, dar varje element har ett falt
word som innehaller ordet, samt ett falt key.

Sortera w med avseende pa faltet word.

Sortera varje ords bokstaver och lagra i féltet key (key kommer
alltsa vara samma fér ord som ar anagram).

Sortera w med avseende pa faltet key med en stabil
sorteringsalgoritm.

B Gaigenom w och skriv ut alla ord, dar de med samma key skrivs ut
pa samma rad.
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Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 3: Mangder av anagram

Pseudokod

function ANAGRAMMANGDER(w|1..m])

SORT(w[l..m]) med avseende pé faltet word.
fori < 1tomdo

wli].key <— wli].word

SORT(w][i].key) med avseende péd bokstaverna
SORT(w[l..m]) med avseende p4 faltet key.
pref < w[l].key
fori < 1tomdo

if prev # wli].key then

PRINT(newline)
PRINT(w[i].word+" ")

PRINT (newline)
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Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 3: Mangder av anagram

Tidskomplexitet

Sortera w med avseende pa faltet word.
Sortera varje ords bokstaver och lagra i féltet key.
Sortera w med avseende pa féltet key med en stabil sorteringsalgoritm.

(-~ Jeo g

Ga igenom w och skriv ut alla ord, dar de med samma key skrivs ut pa4 samma rad.

m Om vi anvander t.ex. mergesort blir tidskomplexiteten fér steg 1 och 3
O(nmlogm), for steg 2 O(mnlogn) och for steg 4 O(nm). Totalt:
O(nmlognm).

m Detta &r inte optimalt. En I6sning med denna tidskomplexitet gav “mindre
fel” pa mastarprovet.

m Om vi istéllet anvander radixsort i steg 1 och 3, samt réknesortering i
steg 2 slipper vi log-faktorerna och far tidskomplexitet O (nm).
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Maéstarprov 1 Uppgift 2: Horavstand

Uppgift 3: Mangder av anagram

Undre grans

m En Ovre grans for var algoritms tidskomplexitet ar alltsa O(nm).

m Vivill visa att en undre gréns for varje méjlig algoritm ar Q(nm),
vilket skulle innebara att var algoritm ar optimal.
m Insikt: For att kunna I6sa problemet maste vi titta pa alla
bokstaver. Varfér?
m Om vi inte tittar pa alla bokstaver i nagot ord kan vi inte avgoéra vilka
ord det ar anagram med.

m Saledes &r Q2(nm) en undre gréns fér problemet, vilket vi ville visa.
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Oavgorbarhet Teori

Oavgorbarhet

Teori

m Ett problem som har en algoritm som fér alla instanser kan hitta
en l6sning i andlig tid kallas avgorbart.

m Ett problem som inte kan I6sas i &ndlig tid av ndgon algoritm
kallas oavgérbart.

m For beslutsproblem talar man om avgérbarhet. For 6vriga problem
talar man istéllet om berékningsbarhet (definieras analogt).

m Motsagelsebevis: For att bevisa ett pastaende p, antag —p och
harled motséagelse. Da maste p vara sant.
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Oavgorbarhet Teori

Oavgorbarhet

Teori

Stopproblemet

Givet ett program P och indata X, kommer P nagonsin att terminera om det
startas med X?

Stopproblemet ar oavgérbart.

Bevis.

Antag motsatsen, dvs att det finns en algoritm STOPP(P, X) som IGser
stopproblemet. Konstruera féljande program:

function META(P) Vad hander om vi anropar META(META)?
if SToPP(P, P) then Om META terminerar sa gar programmet in
while true do i en oandlig loop. Omajligt!
else Om META inte terminerar s& gar det in i
return else-satsen och terminerar. Omajligt!
Saledes maste antagandet vara falskt. O
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Oavgorbarhet Teori

Oavgorbarhet

Teori

Att bevisa oavgoérbarhet med hjalp av reduktion:
m Sag att vi vill visa att ett problem P &r oavgérbart.
m Antag att P ar avgérbart.

m Reducera stopproblemet till P. Vi kan nu lésa stopproblemet
genom att I6sa P!

m ...men det ar bevisat att stopproblemet ar oavgorbart.
m Detta ar alltsd en motsagelse, och P maste vara oavgoérbart.
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Oavgorbarhet Problem 1

Problem 1

Problemet orm i kakel tar som indata en mangd T av kakelplattstyper
och tva punkter p; och p; i planet. Fragan ar om det gar att
anvandande endast kakeltyper i T kakla en orm som ringlar sig fran p;
till p,, som inte bryter kakelménstret ndgonstans och som hela tiden
haller sig i det dvre halvplanet.

Detta problem ar oavgorbart.

Ar féljande varianter av ormproblemet avgérbara eller oavgérbara?

a) Indata utvidgas med en fjarde parameter, en kakeltyp ¢ € T. Forsta
kakelplattan (den som tacker p;) maste vara av typ ¢.

Antag att denna variant &r avgorbar. D& kan vi I6sa det ursprungliga
ormproblemet genom att géra ett anrop till detta fér varje kakeltyp.
Motsagelse.

Svar: Oavgoérbart.
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Oavgorbarhet Problem 1

Problem 1

b) Indata utvidgas med ett tal N och fragan utvidgas med bivillkoret att
ormen maste besta av hdgst N plattor.

Avgoérbart, ty vi kan nu l6sa problemet med totalsékning, da det bara
finns ett andligt antal méjliga ormar.

c) Indata utvidgas med ett tal N och fragan utvidgas med bivillkoret att
ormen maste besta av atminstone N plattor.

Oavgorbart. Bevis:

m Antag att denna variant &r avgorbar.

m D3 kan vi l6sa det ursprungliga problemet genom att anropa
denna variant med N = 1.

m Men det ursprungliga problemet ar oavgérbart, sa det ar en
motséagelse.

m Saledes kan inte denna variant vara avgérbar.

O
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Oavgorbarhet Problem 1

Problem 2

Fraga: Finns det nagot explicit program P sa att det givet y ar
avgorbart huruvida P stannar pa indata y?

Betrakta f6éljande program:

1: function P(y)
2: return

Uppenbarligen sa finns det massor av sadana program.
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Oavgorbarhet Problem 1

Problem 3

Fraga: Finns det nagot explicit program P sa att det givet y ar
oavgoérbart huruvida P stannar péa indata y?

Lat P vara en interpretator och indata y vara ett program x féljt av
indata y’ till det programmet.

P(y) beter sig alltsa precis som programmet x skulle géra pa indata y’,
och det ar ju oavgdrbart huruvida ett program x stannar pa ett visst
indata y'. Svaret ar alltsa ja.
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Oavgorbarhet Problem 1

Problem 4

Fraga: Om programmet x stannar pa tomt indata sé later vi f(x)
vara antalet steg innan det stannar. Annars satter vi
f(x) = 0. Definiera nu MR(y), den maximala kortiden éver
alla program vars bindra kodning ar mindre an y.

MR(y) = max f (x)

Ar MR berakningsbar?

Nej. Vi vet att det &r oavgdrbart huruvida ett program stannar pa blankt
indata. Reducera detta problem till MR(y).
m Notera att om programmet y stannar, sa gér det det pa hogst
MR(y) steg.
m Simulera dérfér y pa blankt indata i MR(y) steg och kolla om det
stannar. Om det inte g6r det sa vet vi att det aldrig stannar.
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Oavgorbarhet Problem 1

Problem 4

StopBlank(y) =
s+ MR(y)
if s = 0 then return false
else
simulera y pa blankt indata i s steg (eller tills y stannar)
if y stannade then return true
else return false
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Oavgorbarhet Problem 1

Problem 5

Problem: Visa att funktionen MR i féregaende uppgift vaxer
snabbare &n varje rekursiv (berakningsbar) funktion.

Visa narmare bestamt att det for varje rekursiv funktion g
finns ett y s& att MR(y) > g(y).

Ledtrad: Tank pa féregadende uppgift. Anvand motsagelsebevis.
m Antag motsatsen, dvs att det finns en rekursiv funktion g sa att
g(y) > MR(y) for alla y.

m Betrakta nu l6sningen till foregaende problem. Eftersom
g(y) > MR(y) kan vi lika gérna simulera programmet i g(y) steg
istallet fér MR(y) steg.

m Detta betyder alltsa att programmet med den férandringen ar
berékningsbart, men det vet vi att det inte kan vara. Motségelse.
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Oavgorbarhet Problem 1

Problem 6

Fraga: Anta att en turingmaskin M, indata X (som star pa bandet fran
bérjan) och en heltalskonstant K ar givna. Ar féljande problem
avgorbart eller oavgorbart?

Stannar M pa indata X efter att ha anvant hdgst K rutor pa
bandet (en anvand ruta far skrivas och lasas flera ganger)?

Detta &r faktiskt avgorbart! Varfér?

m Turingmaskinen maste halla sig inom K rutor pa bandet —-
Turingmaskinen har endast ett &ndligt antal méjliga konfigurationer (6ver
dessa rutor).

m Om maskinen har m tillstand, sa &r antalet konfigurationer m - K - 3X.

m Simulera maskinen m - K - 3X + 1 steg. Kontrollera att den inte ror sig
Over fler &n K rutor.

m Om den stannar inom denna tid svarar vi ja. Om den inte har stannat
maste den ha aterkommit till en gammal konfiguration, och vara fast i en
oéndlig slinga. Svara nej.
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Oavgorbarhet Problem 7

Problem 7

m En rekursivt uppréknelig mangd definierades pa férelasningen som ett
sprak som kan kénnas igen av en funktion vars ja-ldsningar kan
verifieras andligt.

m En alternativ definition &r en mangd som ar uppraknelig (elementet kan
numreras med naturliga tal) och kan produceras av en algoritm.

Uppgift: Anvand den senare definitionen och visa att varje rekursiv
mangd ocksa ar rekursivt uppréknelig.

Vi vill visa att om en mangd S &r rekursiv (det finns en berédkningsbar algoritm
som kan avgora vilka element som tillhér S) s& ar S uppraknelig och kan
produceras av en algoritm.
S4&, om S ar en rekursiv mangd, sa finns det en algoritm A(x) som returnerar
true omm x € S. Vi antar att elementen i S lagras som bindra strangar.

1: fori+ 0to oo do

2: if A(i) then write i

Anton Grensj6 ADK — Problem 6 5 november 2015 31/33



Oavgorbarhet Problem 8

Problem 8

Uppgift: Den diagonaliserade stoppmangden bestar av alla
program p som stannar pa indata p. Visa att denna
mangd ar rekursivt uppraknelig.

Visualisering: oandlig tabell.

1: fori + 0to oo do

2: forp«< Otoido

3: Simulera berakningen p(p) under i steg
4: if p(p) stannar inom i steg then write p

Notera: samma p kommer skrivas ut manga ganger. Enkelt att fixa.
Hur?
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NESEREN]

Nasta gang

m Redovisning av teoriuppgifter fér labb 4
m NP-fullstdndighetsbevis
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