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DEL A

1. Betrakta funktionen f som ges av f(z) =1+ x + ﬁ

A. Bestdm definitionsméngden till f.

B. Bestidm alla intervall dir f &r vixande respektive avtagande.
C. Bestdm alla lokala extrempunkter till f.

D. Bestidm alla asymptoter till funktionsgrafen y = f(z).

E. Skissa med hjilp av ovanstdende funktionsgrafen y = f(z).

Losning. A. Funktionen dr definierad for alla x # 2.

B. Vi deriverar och far

, 8
f(x)=1—($_—2)3,

som existerar for alla x # 2. Vi ser att f’(z) = 0 <= z = 4. Ett teckenstudium av
derivatan:

Om x < 2sadr f'(z) positivt.

Om 2 < z < 4sddr f'(x) negativt.

Om x > 4 sadr f'(x) positivt.

Det foljer av ovanstaende att f dr stringt vixande pa intervallet z < 2, strangt avtagande
pa intervallet 2 < x < 4 och striangt vixande pa intervallet x > 4,

C. Det foljer direkt av undersokningen ovan att f har exakt en lokal extrempunkt,
ndmligen ett lokalt minimum i xz = 4.

D. Eftersom lim,_,» f(z) = oo sa dr linjen x = 2 en lodrit asymptot till kurvan y =
f(x). Eftersom vidare lim, ,1., 4/(x — 2)?> = 0 sd 4r linjen y = = + 1 sned asymptot i
+o00.

E. Nu kan vi skissa grafen:
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Svar: A. Alla x # 2. B. Stridngt vixande pa intervallet < 2, stringt avtagande pa
intervallet 2 < x < 4 och stringt vixande pa intervallet z > 4. C. Ett lokalt minimum i

= 4. D. Lodrit asymptot x = 2, sned asymptot y = x+ 1 i plus och minus oindligheten.
E. Se ovan.
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2. Berikna nedanstaende integraler:

2
A. / ﬁ dx (anvédnd gédrna substitutionen u = 2+ 4)
o (x

4
B. / Volnzdz (anvind gérna partiell integration)
1

Losning. A. Vi anviinder substitutionen u = 2% + 4, med du = 2z dz och nya grinser 4
och &, och far:

2 x 1 (% du 3u?/3 3
2 73 4T =3 /3~ =3~ o
o (22 + Y 2 J, ul/ 4 22/

B. Vi anvinder partiell integration och far

4 32mz)’ [tz 16In4 28
x nxr x n
/lﬁnx X [ 3/2 L . 3/2 x 3 9

. _ .3 16In4 28
Svar: A. 3 — 5. B. =5 5
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3. Bestdm den stOrsta area en ritvinklig triangel kan ha, om hypotenusan och ena kateten har
en sammanlagd langd av 1 meter.

Losning. Lat hypotenusan ha lingden 1 — = meter. Da har ena kateten lingden x meter
och den andra kateten enligt Pythagoras sats har da lingden /1 — 2z meter. Arean av
triangeln ges da av

1
A(a:):§x\/1—2x, dir0 < z < 1/2.

Vi deriverar och far

1 2 1-—3x
A== (V=2 -z _ .
(@) 2( e 2\/1—29[;) 20/1— 2z

Viser att A’(z) = 0 <= = = 1/3 och ett teckenstudium av derivatan ger:
Om0 <z < 1/3sadr A(x) > 0 och A(x) alltsa strangt vixande.
Om1/3 <z < 1/2sdadr A'(x) > 0ch A(x) alltsé strangt avtagande.
Det foljer av ovanstiende att det storsta virdet som arean kan anta ir A(1/3) = v/18/3
kvadratmeter.
U

Svar: 1/18/3 kvadratmeter.
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DEL B

4. Betrakta funktionen f(t) = e™" + sint — cost..

A. Bestim Taylorpolynomet av grad 2 kring punkten ¢ = 0 till funktionen f.
B. Ange feltermen (pa valfri form).

C. Berikna grinsvérdet lim &
t—0 t2

Losning. A. Med hjélp av de kinda utvecklingarna av exponential-, sinus och cosinus-
funktionerna (eller genom derivering etc) fas andra gradens Taylorpolynom till f kring
origo som p(t) = t2..

B. Feltermen dr B(t)t* for ndgon funktion ¢ som ir begrinsad i ndgon omgivning av
origo. (kan ocksa uttryckas pa andra sitt, t ex som O(t?)

C. Med hjilp Taylorpolynomet ovan fér vi (for ndgon funktion B som &r begrinsad runt
origo):

_f@t) . e+ B B
i S = ——— = I+ By = 1.

g

Svar: A. p(t) = t2. B. B(t)t® for ndgon funktion ¢ som #r begrinsad i ndgon omgivning
av origo. C. 1
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1
5. Berikna integralen / arcsin x dzx.
0

(For full podng krivs att integralen berdknas exakt, men en approximativ berikning kan
ge delpoding. Svaret far inte innehalla namn pd elementdra funktioner (som arcsin)).

Losning. Vi berdknar integralen exakt med hjilp av partiell integration mm:

1
X v e
~ L =TT =C
/0 e =T+ =1

(Den som istillet vill approximera integralen har att vélja pa flera metoder, t ex anvéinda
en Riemannsumma, anvénda trapetsregeln eller Taylorutveckla integranden.) U

Svar: 7/2 — 1

1
/ arcsin x do = [x arcsin z]j —
0
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. Laddningen ¢(t) 6ver kondensatorn i en viss vixelstromskrets uppfyller differentialekva-
tionen

2
% + 2% +4qg = 39 cost
med initialvillkoren ¢(0) = 0 och ¢’(0) = 0.

A. Bestdm laddningen 6ver kondensatorn vid tiden ¢.

B. Vi sdger att ¢(¢) har langtidsbeteendet f(¢) om limy_, |g(t) — f(¢)| = 0. Bestdm

langtidsbeteendet hos laddningen Gver kondensatorn.

Losning. For att 16sa differentialekvationen och bestimma ¢(t) konstaterar vi att ¢(t) =
qn(t) + qp(t) dér g, dr den allménna losningen till motsvarande homogena differentia-
lekvation och g, dr nagon partikulédrlosning till den givna differentialekvationen.

Vi soker forst g,. Den karaktiristiska ekvationen 72 + 2r + 4 = 0 har 16sning r =
—1 =+ 4+/3 varfor

qn(t) = e (A cos V3t + BsinV/3t), A, B godtyckliga konstanter.

Vi soker sedan g, och gor ansatsen ¢, (t) = ccost+ dsin . Efter derivering, insdttning i
differentialekvationen och identifiering av koefficienter ser vi att vi har en partikulédrlosning

¢p(t) =9cost + 6sint.

Vi har alltsa att den allménna 16sningen till differentialekvationen i uppgiften dr

q(t) = e *(Acos V3t + Bsin V/3t) + 9cost + 6sint, A, B godtyckliga konstanter.

Begynnelsevillkoret ¢(0) = 0 ger A = —9 och villkoret ¢'(0) = 0 ger B = —5v/3 sd
laddningen over kondensatorn vid tiden ¢ ges av

q(t) = e~ (=9 cos V3t — 5v/3sin V/3t) + 9 cost + Gsint.

B. Vi har att lim,_,, e *(—9 cos V3t — 5v/3sin \/§t) = 0 sd det som blir kvar nir tiden
gar mot odndligheten &r f(¢) = 9 cost + 6sint. Detta ér langtidsbeteendet hos ¢(t).
U

Svar: A. q(t) = e7'(—9 cos /3t — 5v/3sin/3t) + 9cost + 6sint.
B. f(t) =9cost + 6sint.
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DEL C

7. Ge exempel pa nedanstaende. Endast svar krivs.

A. En funktion med definitionsmidngd R som ér striangt vixande och begriansad
B. En funktion med definitionsméangd R som &r stringt avtagande och positiv

C. En funktion med definitionsméngd R som inte dr kontinuerlig i punkten x = 4
D. En funktion som dr deriverbar tva, men inte tre, ganger i punkten z = 0

Losning.

Svar: A. Tex f(x) = arctanx
B.Texg(x)=e"
C.Tex h(z) som ges av: h(z) =0forallaz <4 och h(z) =1forallaz >4
D. T ex k(x) = 22|z
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8. Betrakta funktionen F'(z) = / ¢ cost dt med definitionsméngd D = [0, ).
0

A. Ange de delintervall av D dir F' dr vixande respektive avtagande.
B. Bestdm punkter a och bi D sadana att

F(a) < F(x)forallaz € D,

F(b) > F(x) forallax € D.

Losning. Vi ser direkt att F' &r kontinuerlig pa [0, | som &r slutet och begrénsat. Existen-
sen av punkter a och b med egenskaper som i uppgiften dr darfor klar. De kan vara kritiska
punkter, dndpunkter eller singuldra punkter. Vi deriverar och far F’(x) = e~ cos z som
existerar for alla x sddana att 0 < x < . Inga singuldra punkter finns alltsa. Vi gor ett
teckenstudium av F’(x) och ser att:

+paintervallet 0 < x < 7/2dr F'(z) > 0

+ i punkten z = 7/2 giller att F'(z) = 0

+paintervallet 7/2 < z < 7 dr F'(z) <0

Det foljer av ovanstaende att F' dr stringt vixande pa [0, 7/2] och striangt avtagande pa
[7/2, 7].

Vi observerar ocksa att ovanstaende resonemang visar att F' har en lokal och global
maxpunkt i x = 7/2, sd om vi véljer b = 7 /2 sa dr F'(b) > F(z) forallaz € D.

Det minsta virdet av I’ maste nu antas i nagon av andpunkterna i intervallet, sa det enda
vi behover gora dr att jamfora F'(0) och F'(7). Vi ser direkt att F'(0) = 0. Vi har att

T w/2 T
F(r) = / et costdt = / e costdt + / et cost dt.
0 0 /2

Eftersom %" cost > 0 pa [0, 7/2) s& dr foﬂ/Q e~ costdt > 0 och eftersom e* cost < 0
pa (m/2, 7| sd ér f:/2 e " costdt < 0. Dessutom giller att

w/2 ) ™ )
/ et costdt / et cost dt’
0 /2

eftersom cos ¢ dr symmetrisk kring 7/2 och e~* ir avtagande. Det foljer att () > 0.
Om vi viljer a = 0 sa giller alltsa att F'(a) < F(x) forallaz € D.

>

OJ

Svar: A. F' ir stringt vixande pa [0, 7 /2] och stringt avtagande pa [r/2, 7.
B. Viska viljaa = 0 och b = 7/2
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n
9. Berikna grinsvirdet nlg{)lo Z 2 arctan -
k=1
“ k
Losning. Vi observerar att summan Z — arctan — dr en Riemannsumma med n lika
n n
k=1
stora delintervall till integralen

1
/ x arctan z dz.
0

Eftersom integranden &r kontinuerlig pa hela integrationsintervallet inklusive dndpunkterna
konvergerar foljden av Riemannsummorna nir n — oo mot integralen. Vi har alltsa att

n 1

) k k
lim — arctan — = x arctan z dz.
n—oo n2 n 0

Vi beridknar integralen med partiell integration i forsta steget:

1 72 1 1 1 72
rarctanzdr = |— arctanxz| — = dx
o 2 o 2 1T+a2

r 1 [/t 1
——_= 1— d
2/0< 1+x2) v

8

I
T8 28
_m—=2
=

Svar: ™2




