28 & 29 september, 2014, Forelasning 7 & 8
TILLAMPAD LINJAR ALGEBRA
INNEHALL

e Matriser med speciella former

e LU-faktorisering med partiell pivotering

e Beridkningskostnad - komplexitet

e Noggrannhet vid numerisk 16sning av linjara ekvationssystem
e Konditionstal, vektor och matrisnorm

1. Diagonalmatriser

Foljande n x n-matris kallas fér en diagonalmatris

d 0 - 0
0 dyo -+ 0
0 0 - d,
Hér ar dy, ds, . .., d, reella tal. En diagonalmatris kan man enkelt invertera,
1/dy, 0 - 0
Dl 0 1/dy --- 0
0 o - 1/d,

Varfor blir det sa?

2. Symmetriska matriser

En symmetrisk matris, A, ir en matris som har egenskapen att AT = A. Vad gdller
for matrisens A’s storlek?

3. Glesa matriser

En gles n X n-matris dr en matris som till storsta delen bestar av element som &r noll.
En vanlig typ av glesa matriser 4r bandade matriser dar alla element utanfor ett smalt
band (av storlek m element) runt diagonalen &r noll. For att matrisen ska kallas gles
sa bor m << n.

En tridiagonal n x n-bandmatris, m = 3, ser ut pa foljande satt
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4. Triangulara matriser

En kvadratisk n x n-matris kallas for 6vertriangulér (en. upper triangular) om alla
element nedanfor huvuddiagonalen ar noll.

aj; a2 Az aiyg
0 az a3 ay
0 O a3z Q34
0 0 0 Q44

U:

En kvadratisk n x n-matris kallas for undertriangulér (en. lower triangular) om alla
element ovanfor huvuddiagonalen &r noll.

a1 0 0 0
I — az az 0O 0
az; agx asz 0
A41 Q42 Q43 A44

Kan en matris vara bade dver- och undertrianguldr samtidigt?

Trianguldra matriser har foljande egenskaper

(1) Produkten av tva undertrianguldra/overtrianguldra matriser dr en undertri-
angulér /Overtrianguldr matris.

(2) En trianguldr matris &r inverterbar om och endast om all diagonalelement &r
skilda fran noll. Varfor dr det sa?

(3) Inversen av en inverterbar under/6vertriangulér matris dr under /6vertriangulér.

5. Uppgift. Lat

1 3 -1 3 -2 2
A=10 2 4 B=10 0 -1
00 5 0 0 1
Verifiera de listade egenskaperna (ovan) for trianguldra matriser.




6. Uppgift. Los L = b dir

100 ) 1
L=1240 b=| 6
35 6 14

7. Uppgift. Los U7 = b dir
12 3 o [6
00 6 6

8. Uppgift. Vilken form far matrisen LU om L &r en undertrianguldr matris och
U &r en overtriangular matris?

9. Uppgift. Hitta alla 3 x 3-diagonalmatriser, D, som har egenskapen att D? =
DD =D.

10. LU-faktorisering

Resultaten av en Gauss-elimination av en n X n-matris dédr man inte har gatt hela vigen
till en reducerad trappstegsform, kan beskrivas i matristermer som en faktorisering
av matrisen A. Vi kan skriva A = LU déar L ar en undertriangulér matris med ettor
pa diagonalen och U en &vertriangular matris.

Om vi vill 16sa det linjara ekvationssystemet Ax = b kan vi istéillet 16sa LUZ = b.

Losningsalgoritmen kan skrivas som

(1) LU-faktorisera A = LUZ = b.

(2) Lat ¥ = UZ och 16s det undertriangulira systemet Ly = b genom framéatsub-
stitution = .

(3) Los nu det dvertrianguldra systemet Uz = ¢ genom bakatsubstitution = 7.

Att 16sa ett linjart ekvationssystem med LU-faktorisering ar véldigt effektivt om man
har ett system med flera hogerled.
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Exempel. Hitta LU-faktoriseringen av

1 2 —1
A= 2 1 =2
-3 1 1
1 2 —1 1 2 —1
2 1 =2 subtrahera 2x rad 1 fran rad 2 = 0 -3 0
i -3 1 1 -3 1 1
1 2 —1 1 2 —1
0 -3 0 subtrahera —3x rad 1 franrad 3= | 0 -3 0
i -3 1 1 0 7 =2
1 2 —1 1 2 —1
0 -3 0 subtrahera xrad 2franrad 3= | 0 —3 0| =U
0 7 =2 0 0 —2

Den undertrianguléra matrisen L skapas med ettor pa diagonalen och rad-multiplikatorerna
i den undre triangeln,

1
L= 2
-3

_ O
—_ o O

Det kan finnas fler LU-faktoriseringar av en matris A. Det beror pa hur man gor
faktoriseringen. Tillvigagangssittet som presenteras ovan ar fran Numerical Analysis
av Sauer. I Contemporary Linear Algebra av Anton & Busby goér man lite annorlunda.

11. Uppgift. LU-faktorisera foljande matris

och 16s sedan systemet LUZ = b diir b = [ g 1 .

12. Uppgift. LU-faktorisera foljande matriser
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13. Uppgift. LU-faktorisera foljande matris

[t

Det ar inte sdkert att en icke-singulédr kvadratisk matris, A, har en LU-faktorisering.
Men om A kan reduceras till trappstegsform med Gauss-elimination utan radbyten,
sa har A en LU-faktorisering. Mer om detta nésta forelasning. (Med en icke-singulér
matris menar vi en matris for vilken inversen existerar. )

14. LU-faktorisering och partiell pivotering

Vid LU-faktoriseringen av en matris A sa gor vi en Gauss-elimination dar vi strévar
efter att noll-stilla alla element under huvuddiagonalen. Forsta steget ges av

a1 Qa2 21 o 11 a12
subtrahera — x rad 1 fran rad 2 = o1
Q21 A22 a1 0 ag — a, 212

Vad hénder om aq; = 07

For att undvika division med noll eller sma tal kan man behéva byta plats pa raderna
i matrisen. Det kallas att gora en partiell pivotering. Om vi maste gora ett radbyte
under en LU-faktorisering far vi istdllet en PA = LU-faktorisering dér P &r en sa
kallad permutationsmatris.

En permutationsmatris dr en n X n-matris som bara innehaller nollor férutom en etta
i varje rad och kolonn. Exempel pa nagra 3 x 3-permutationsmatriser

010 100
P=|100| PR=|001
00 1 010

Vi kan se en permutationsmatris, P, som en identitetsmatris dér vissa av raderna
har bytt plats. Om vi multiplicerar P med en matris A kommer produkten, PA, bli
densamma som om vi bytt motsvarande rader i A.



15. Uppgift. Hur manga 3 x 3-permutationsmatriser finns det och hur ser de ut?

16. Uppgift. Lat

Alz A2:

~N o =
oo Ot N
O = W
S =
Ot DN 0o
-~ W ©

Vad blir P{A; och P,A;? Om P, och P, dr matriserna ovan.
Om Ay = PA;q, hur ser P ut?

En LU-faktorisering med partiell pivotering ges av PA = LU och 16sningsalgoritmen
for att losa Ax = b ges av

(1) PAZ = Pb = LUZ = Pb.
(2) Lat ¥ = UZ och 16s det undertrianguléra systemet Ly = Pb genom framéatsub-

stitution = .
(3) Los nu det 6vertrianguldra systemet Uz = § genom bakatsubstitution = 7.

17. Uppgift. Los foljande system med PA = LU-faktorisering

21 5 1 5
4 4 —4 o | =10
13 1 T3 6
18. Uppgift. Los foljande system med PA = LU-faktorisering
31 2 Xy 0
6 3 4 i) = 1
3 15 x3 3

19. Beridkningskostnad - komplexitet

Nér vi loser ett problem numeriskt med hjalp av en dator adr berdkningskostnaden
intressant. Berdkningskostnaden for en datoralgoritm méts vanligtvis i antalet flyttal-
soperationer (flop). En flop dr en multiplikation, division, addition eller subtraktion.

Vanligtvis vill man veta hur antalet flops beror av storleken pa problemet som man vill

16sa (problemets komplexitet). Antag att vi har ett n x n-system, AZ¥ = g, da géller

e Gauss elimination: O(2/3n?)
e LU-faktorisering av A: O(2/3n?)



Framéatsubstitution: O(n?)

Bakétsubstitution: O(n?)

Beriikna inversen av A genom [A|I] = [I|A™']: O(2/3n3)
Berikna inversen av A~'b: O(2/3n3)

LU-faktorisering av A om A &r en gles bandmatris: O(n)
Framatsubstitution for en glas bandmatris: O(n)
Bakatsubstitution for en gles bandmatris: O(n)

Om vi vet hur manga flop/s (flops) en dator gor kan vi fa en uppskattning av berik-
ningskostnaden i tid.

20. Uppgift. Antag att det tar 0.2 sekunder att Gauss-eliminera en n X n-matris
A pa din dator ndr n = 1000. Hur lang tid skulle det ta att Gauss-eliminera ett
matris med n = 10000 obekanta?

21. Uppgift. Antag att det tar 0.005 sekunder att gora en bakatsubstitution med
5000 obekanta pa en dator. Hur lang tid skulle det ta att géra en Gauss-elimination
av en n X n-matris dar n = 50007

22. Noggrannhet vi numerisk 16sning av linjara ekvationssystem

Konditionstalet hos ett problem sdger oss nagot om hur fel fortplantar sig genom
problemet. Om ett litet fel i indata producerar ett litet fel i utdata sa har problemet
ett litet konditionstal och problemet &r vilkonditionerat. Om sma fel in ger stora fel
ut ar konditionstalet stort och problemet &r illa-konditionerat.

Vid 16sning av ett linjéart ekvationssystem, A7 = b géller foljande samband mellan det
relativa felet i 16sningen och det relativa felet i hogerledet

||fref — f||oo

||f7"ef||oo

< cond(A)Hbrif—_bHOO.
||bT6f ||oo

Konditionstalet ges av
cond(A) = [[A]ll| A [l
dér ||Al|s &r maznormen av A (se nedan).

I MATLAB kan vi berdkna konditionstalet for en matris A med cond (A, inf).

23. Matris och vektornorm

Vi har tidigare sett att vi kan méta storleken av en vektor med hjélp av vektorns
langd. Ett annat ord for langd i det har sammanhanget dr norm. Vi kan dven berdkna
normen av en matris. Det finns flera olika val av normer



1Z]le = \/33% + 22+ .-+ 22 Euklidiska normen

|| Z]|oo = max|z;| Maxnorm
j

n
|Alloo = m_axz la;;| Maxnorm
2

j=1

24. Uppgift. Berdkna maxnormen av foljande matriser
1 9 1 5 1
3 4 -1 2 =3
1 =7 0

25. Uppgift. Berédkna konditionstalet (i maxnorm) for foljande matriser

53] 15




