December 2, 2014. Forelasning 22.
Tillampad linjar algebra

Innehallet:
e Matriser av linjara funktioner i olika bas

e Diagonalizering

1. Betrakta en matris n X n matris A och en vektor v 1 R™. Hitta:
AlOOOOﬁ‘

Den enklaste situation ar nar A ar en diagonal matris:

A O 0 -0
0 X O0--- 0
A= 0 0 A3 oo 0
0 0 0 A
I den situation har vi
)\%ooooo 0 0 L 0
0 /\%00000 0-.. 0
A100000 _ 0 0 A§00000 e 0
d 0 0 /\106000

Vad kan vi gora om A &r inte diagonal matris? Kan vi hitta en bas B sa att [A]p &r
diagonal.

2. Komma ihag:
e LatV = {vy,...,1,} varaen basiR" och f : R” — R" vara en linjér avbildning,.

Féljande matris kallas for matrisen till f i bas B:
flv=[ @) @) - @)y ]
o LatV = {vy,...,,} varaen basiR" och f : R™ — R" vara en linjér avbildning.
(1) For varje vektor ¢ i R™ finns det f6ljande likheten:
@)y = [fvlly

(2) [fly &r den enda matris sa att [f(V)]y = [f]v[V]y.
o Lat V = {vy,...,0,} och W = {u,...,w,} vara baser i R”. Lat f: R" — R"

vara en linjar avbildning med motsvarande standard matris A. Da:

1y = T fiwTvow
1



3. Uppgift. Lat:

1 2 0
A=|-1 0 1
1 -1 1
1 1 0 0 —1 1
o= (1], =0, =1, wh=|-1|, wh=|0], wh=|-1
1 1 1 1 1 0

Bevisa att V = {0}, 0, U3} och W = {w}, W, w3} ar bas i R® och bestam [A]y, [A]w,
Ty och Ty .

4. Lat g = {ty,...,0,} vara en bas i R” och A en n x n matris. Vad betyder att [A]g

M O - 0
. 10 A
ar diagonal matris ) ? Det betyder att:
0 0 - A\,
Aﬁl = )\1171, Aﬁg = )\2172, ey Aﬁn = )\nﬁn

dvs att v; ar eigenvektor till A med eigenvéarde J\;, for alla 7. Altsa det finns en bas

sa att [A]g dr diagonal om och endast om det finns en bas som bestar av eigenvektorer
till A.

5. Komma ihag:
e Lat f: R™ — R” vara en linjar avbildning. En vektor ¢ # 0 i R"™ kallas for en
egenvektor till f med egenvérde A om f(7U) = A.
e Lat A vara n x n matris. En vektor v # 0 i R" kallas for en egenvektor till A
med egenvarde A om Av = \v.
Till exampel:
e Alla vektorer som &r inte 0 ar egenvektorer till id : R” — R” med egenvirde 1.
e Lat proj; : R? — R? vara ortogonal projektion pa linjen L. Alla vektorer som
ar inte 0 och ligger pa linjen ar egenvektoerer till proj; med egenvérde 1. Alla
vektorer som ar inte 0 och ar ortogonala till L ar egenvektoerer till proj; med
egenvarde 0.
e Vridningen f : R? — R? i 7 > a > 0 radianer har inga egenvektorer.

6. Proposition. Om o dar egenvektor till A med egenvirde A\, da v dr egenvektor till
A™ med egenvdrde \".

7. Uppgift. Lat A vara n x n matris. Forklara varfér A och 20A har samma egen-
vektorer. Har dem matriserna samma egenvarden?

8. Betrakta en matris n x n matris A och en vektor v i R"®. Bestam:
410000 7
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Strategi I: hitta en bas B = {¢},...,7Us,} i R" som bestar av egenvektorer med
motsvarande egenvarden Aj,..., \,. Skriv ¥ = 219 + 22009 + -+ - + 2,0, (dvs hitta
koordinaterna av ¢’ i bas B).

10000 — 10000 (.. = S, -, 10000 ~ 10000 — 10000 —
A =A (x1U) +x2Us+- - -+ 2,0,) = 1A U1 +xA Vg4 +x,A Uy, =

= A0 4 \L0000G g L0000

1 21 \L0000
10000 T2 - 10000 22"
A transformeras en vektor [0]p = | . | till [A1%)]5 =
l’.n . )\ioooo
Strategi II: hitta en bas sa att:
A O o --- 0
0 X 0--- 0
[Alg = 0 0 A3 0
0 0 0 - A\

Lat S var standarda basen till R". Betrakta bas byte matriser Ts,,5 och Ts 5. Vi
har:

A =Tg,s[AlTsn [Alp = Ts,8ATp s
Det betyder att:

A0 = T S[AlpTss5T5s[AlsTs58T5-5[AlsTs5 - Tross[AlsTsos
Vi har ocksa att Ts_.5T5s = I, som ger:

100000 100000
A = Tpos[Alg " Tsen

9. Definition. An n x n matris A kallas for diagonaliserbar om det finns en bas B sa
att [A]p ar diagonal. Diagonala matrisen [A]p kallas for diagonalisering av A (vi sager
att basen B diagonalizerar A).

10. Proposition. Foljande ar ekvivalenta:

(1) A &r diagonalizerbar
(2) Det finns en inverterbar matris S sa att S™'AS ér diagonal (vi siger att S
diagonalizerar A).

11. Proposition. Om S ar en n x n matris sa att:

M O - 0
Glgg )\.2 0
0 0 - M\,

da kolonnerna av S bestar av eigenvérden till A med motsvarande eigenvarden Ay, ..., \,.



4

12. Proposition.

(1) A &r diagonalizerbar om och endast om det finns en bas som bestar av eigenvek-
torer till A. Isa fall om B = {#,...,%,} ar sadana bas, da S™'AS &r diagonal
dér S = [v] -+ T,].

(2) Om A ar diagonalizerbar, da koefficienterna pa diagonalen i en diagonalizering
av A bestar av eigenvéarden till A.

13. Komma ihag:

e Lat vy,..., v vara eigenvektorer till A som motsvarar olika eigenvarden Ay, ..., Ag.
Da vektorerna 7, ..., U, ar linjar oberoende.
e Om en n x nmatris A har n-olika eigenvarden, da Aar diagonalizerbar.

Till exampel kan du forklara varfor foljande matris ar diagonalizerbar:
1 -2 0 1 13

0 -1 —4 1 10
A=10 0 -3 -3 -3
0O 0 0 2 0
0O 0o 0 0 -—12
. . 1 2 . , ) .
14. Uppgift. Lat A = [ 43 } Bestam eigenvarden till A och motsvarande eigen-

vektorer. Ar A diagonalizerbar? 1 sa fall bestam diagonalizeringen till A. Bestdm
matrisen S sa att ST!AS 4r en diagonal matris. Beridkna AL,

2 0 3
15. Uppgift. Lat A = | 0 2 8 |. Bestdm eigenvérden till A och motsvarande
00 3
eigenvektorer. Ar A diagonalizerbar? I sa fall bestam diagonalizeringen till A. Bestdm
matrisen S sa att ST!AS dr en diagonal matris. Berikna A3,



