24 november, 2014, Forelasning 19 och 20
TILLAMPAD LINJAR ALGEBRA

Innehall:

e Minsta-kvadratmetoden
e Projektionssatsen

1. Minsta-kvadratmetoden - motivation

Inom teknik och vetenskap arbetar man ofta med modellering av data, dvs att koppla
ihop méatdata med en formel eller kurva.

Antag att vi har métt upp ett antal datapunkter (¢;,y;),i = 1,2,...,n, och vi vill nu
anpassa dessa till en modell som i det har fallet ar en rét linje, y = a + bt.

FiGUR 1. Matdata ar markerat som ringar och den anpassade linjen ar
heldragen. De lodrata strickorna ar skillnaden mellan uppmétta virden
och den anpassade rita linjen.

I de flesta fall kan vi inte fa den rita linjen att ga genom alla uppmaétta punkter, se
Figur 1. Hur ska vi vélja a och b i var modell?

Idén med minsta-kvadratmetoden &r att vélja a och b sadana att den réta linjen an-
passar sig sa bra som mojligt. Vi maste definiera vad vi menar med sa bra som maojligt.
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2. Matematisk beskrivning av minsta-kvadratmetoden

Om vi sétter in vara data i modellen far vi f6ljande 6verbestamda (fler ekvationer &n
obekanta) linjdra ekvationssystem att 16sa for a och b,

a —+ btl = U 1 t1 Y1
a + bty = 1t -
G { ! } | = az=i

Systemet AZ = b har ingen 16sning. Hur gar vi vidare?

Saker vi behéver kanna till innan vi gar vidare.
3. Matrisens fundamentala rum

Detta har vi sett tidigare. En sammanfattning finns i Figur 2.
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FIGUR 2. Givet en m X n-matris A med rang r, £ € R" och i € R™ sa
kan vi definiera foljande del/underrum till R™ respektive R™. Matrisen
A’s radrum dr ortogonalt mot A’s nollrum och A’s bildrum (kolonnrum)
ar ortogonalt mot AT’s nollrum. (Strang-diagram, se Anton s.387)



4. Uppgift. Lat W vara ett delrum av R"™.

a) Om W =ker(A) (i Anton W =null(A)) vad &r da W+?
b) Om W =im(A) (i Anton W =col(A)) vad ar da W+?

Losning: Se sidan 345 i Anton.
5. Uppgift. Lat m x n-matrisen A ha full rang

a) Vad ar da rang(A)?

b) Vilken dimension har bild/kolonnrummet, im(A) (col(A))?

c¢) Vilken dimension har nollrummet, ker(A) (null(A))?

d) Vad giller for losningen till AZ = 07

e) Vad géller for l6sningen till A¥ = b for ett godtyckligt biRm?

f) Om vi vet att b €im(A) (col(A)) , vad géller da for 5sningen till AZ = b?
g) Ar AT A inverterbar?

Losning: b), c) se satserna 7.4.1 och 7.4.2 1 Anton. d), e), ), se satserna 7.5.6 och
7.5.3 i Anton. g) se sats 7.5.10 i Anton.

6. Exempel. Bestam en bas for kolonnrummet, radrummet och nollrummet till
1 -3 2 4 -1
3 =9 6 12 -3
-2 6 5 1 11

Bestdm &ven rangen.

Losning: Marisen radreduceras till
1 -3 0 2 -3
0 0 1 1 1
0 0 00 O

De tva nollskilda raderna utgor en bas for radrummet. Forsta och tredje kolonnen
ar pivotkolonner sa dessa kolonner i den ursprungliga matrisen utgor en bas for
kolonnrummet, [1 3 — 2]” och [2 6 5]7 . Nollrummet ges av l6sningen till A% = 0.
Hér far vi

3 —2 3
1 0 0
Z=s| 0| +t| -1 | +ul| —1
0 1 0
0 0 1

dvs basen till nollrummet ges av [31 00 0]7,[-20 —1 10" och [30 —10 1]7.
Matrisen har rang 2.
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7. Projektionssatsen - ortogonal projektion pa generella underrum
Om W ér ett underrum till R", da kan varje vektor ' i R™ skrivas (pa exakt ett sétt)

som T = T} + T dir 7 ligger i W och 7 ligger i W+.
Vektorn #; = projy, & och ¥y = & — &1 = proj,, .7, se Figur 3.
8. Hur beriknar vi projektionen av ¥ pa W?

Om W ar ett underrum till R™ och matrisen M &r en matris vars kolonnvektorer ar en
bas for W da ar

projy & = M(MTM)* M™%
for alla kolonnvektorer £ i R™.

=
’

=l

FI1GUR 3. Vektorn ¥ i R™ delas upp i tva komponenter med hjélp av
ortogonal projektion.

9. Uppgift. Hitta den ortogonala projektionen av vektorn & = (1, 0, 4) pa planet,
W, som ges av ekvationen x — 4y + 22 = 0.

10. Minsta-kvadratmetoden - fortsattning

Problemet med var ursprungliga modell &r att det linjara ekvationssystem for konstan-
terna a och b saknar 16sning. Detta illustreras i Figur 4. Dér ser vi att hogerledet, 5,
i modellen inte ligger i A’s kolonnrum, vilket &r en forutséttning for att 16sning ska
finnas. Grundidén i minsta-kvadratmetoden ar att projicera vektorn b ortogonalt pa
kolonnrummet och sedan lsa systemet AZ = projgq A)g. Detta ger oss en losning

dér avstandet mellan A7 och b ir det minsta mojliga. (Kortaste avstandet ar alltid det
vinkelrita. )



Wt =null(4")

S

Projyb Ny W = col(4)

FIGUR 4. Eftersom b inte ligger i A’s kolonnrum gar det inte att hitta
en vektor 7 sidan att AZ = b. For att 15sa problemet projiceras vektorn
biR™ ortogonalt pa A’s kolonnrum och vi far systemet AZ = pProjeoia )b

Detta kommer att ge oss en minsta-kvadratlosning & .

Losningen, :%’, ar en minsta-kvadratlosning till Ax = b. Att bestimma minsta-kvadratlosningen
ar detsamma som att 16sa den sa kallade normalekvationen

AT AF = ATD,
Om A har full rang, har normalekvationen en unik 16sning,
I = (ATA)1ATD,
Notera att vi inte explicit behover bestdamma projektionen av b pa col(A) for att be-
stdmma Z.

11. Hur stort blir felet i approximationen av b?

Nér vi anvinder den ortogonala projektionen av b pa col(A) sa kommer avstandet
|b — AZ|| vara det minsta méjliga. Om vi later a = Z; och b = 25 dér Z; och &y &r
elementen i 7 s& far vi minsta-kvadratfelet (kallas &ven minsta-kvadratsumman)

n

b= AZ| = | > (5 — (a+bt;))2.

=1

Hér ser vi att vi har minimerat summan av kvadraterna pa avvikelserna. Avvikelserna
ar de lodrata grona striackorna i Figur 1.



12. Uppgift. Visa att felvektorn b — AT &r ortogonal mot col(A) om 7 &r en
minsta-kvadratlosning till AZ = b.

13. Uppgift. Vi vill bestdmma langdutvidgningskoefficienten, A, for en metall som
upphettas. Stangen upphettades och for olika vérden pa temperaturen méttes lang-
den pa stangen.

Temp (C) [20.0]25.5]30.2] 36.8 [41.0
Langd (cm) | 8.78 | 8.93]9.06 | 9.25 | 9.40

a) Stéall upp normalekvationen da sambandet mellan langd, L, och temperatur,
T, ges av L(T) = Lo+ L, T.

b) Los normalekvationen med full noggrannhet. Detta ger oss virden pa Lo
och L;. Berikna A med hjilp av sambandet L; = ALy. Vad blir \?

c) Istéllet for att stdlla upp och 16sa normalekvationen, 16s Ax = b direkt med
backslash. Far du samma 16sning som i b)?

d) Los normalekvationen igen, men nu med elementen i normalekvationerna
avrundade till tre korrekta siffror. Berdkna A. Blir det nagon skillnad ?

Det visar sig att normalekvationerna ofta blir illa-konditionerade. Det vill sdga litet
fel in ger stort fel ut. Ett siatt att komma ifran detta ar att 16sa normalekvationerna
med hjalp av QR-faktorisering.




