November 19, 2014. Forelasning 18.
Tillampad linjar algebra
Innehallet:

e Koordinater i olika bas.

e Matriser av linjara funktioner i olika bas
1. Proposition. Lat {ty,...,9,} vara en bas i R". Da for alla vektorer wh, ...,
i R™, finns det en unik linjar funktion f : R" — R™ sa att f(v;) = oy, f(vh) =
Wa, . .., f(Un) = Wh.

2. Uppgift. Finnes det en linjir avbildning f : R? — R? sa att:

=[5 3 h- [

Hur manga sadana avbildningar finns det? Bestam standardmatriser som motsvarar
dem. Bestim standardmatrisen till avbildning ¢ : R? — R? som uppfyller:

-1 1 2 —1
al o p-la] odip-1V]
3. Definition. Lat ¢, ..., v} vara en bas till ett delrum W i R". Varje vektor v'i W

kan skrivas pa ett unik sétt som en linjar kombination:

?7201171+'--+Ck17k

C1
C2 . . a1 . S . Sy -
kallas for koordinaterna till ¥ i bas 0y, ..., 0. Om B = {#},...,0;} &r en bas
Ck
till W, vi skriver ocksa:
C1
C2
V)8 =
Ck

for att beteckna koordinaterna av v i bas B. Koordinaterna av ¢ i bas B uppfyller
foljande likheten:

[0y T -+ G)[U]s =¥
1 0 0
4. Vektorernaé; = | 0 |,é& = | 1 |,oché; = | 0 | bildar en bas av R? som kallas
0 0 1
—4 —4
for standarda basen. Vektor v = [ 5) har koordinaterna 5) i den standard
3 3

bas.



0 1 0
5. Vektorerna: e, = | 1 |,é = | 0 |, och &= | 0 | ocksa bildar en bas av R3. 1
0 0 1
—4 5)
den bas vektor v = D har koordinaterna | —4
3 3 }
1 0
6. Betrakta vektorer & = | 0 | och ey = | 1 | i R®. Lat V = Span(é),éy). B =
0 0
3
{€1,é} ar en bas till V. Vektor ¥ = | —5 |, som ligger i V har f6ljande koordinaterna
0

1B= {51, 52}3

7. Uppgift.
(1) Bevisa att foljande vektorer i R* &r linjiar oberoende:
1 2 0
I R T 1. |1
U1 0 V2 1 V3 = 1
2 1 1
(2) Lat o vara en vektor i span (v, U, ¥3) som i bas B = {#, U, U3} har koordina-
1
terna [t]g = | 3 |. Hitta ¥.
2
—1
(3) Undersok om vektor i = } ligger i span(, U, U3). I sa fal hitta koordi-
3
naterna av i bas vy, s, U3.
8. Proposition. Lat v7, ..., v, vara vektorer i R". Foljande &r ekvivalenta:
(1) B={v\,...,4,} & en bas till R™
(2) ¥4,...,0, ar linjar oberoende.
(3) span(vy,...,0,) = R™
(4) matrisen A = [0; ¥y --- ©,] ar inverterbar.

9. Lat V = {vy,...,0,} vara en bas i R". Det betyder att A = [t Uy --- ] &r
inverterbar. For att hitta koordinaterna av ¢ i bas V maste vi losa systemet:

[0y T - U)X =@



dvs. koordinaterna av ¢’ i bas V ges av [0y = (U} Uy -+ U,) 0.
Om V= {v),...,0,} och W= {w,...,w,} ar tva baser i R da:
[0y = [0y Uy - ﬁn}_lff
[Olw = [W) Wy - u‘jn]*lq‘j: [ Wy - - wn]*l[gl Uy - Tp)[T]y

10. Definition. Lat U vara ett delrum i R och V = {v},..., U} och W = {0y, ..., W}
vara tva bas till U. Bas byte matris fran bas V till W ar en k x k matris T),_,)y sa att,
for alla vektoer # i U:

Ty wlily = [l

11. Proposition.

—

Tysw = ([0l - - [Tkl

12. Proposition. Lat U vara ett delrum i R™ och V = {¢},...,0s} och W =
{dy, ..., )} vara tva bas till U.

(1) Ty, ar den enda matris sa att Ty |[0]y = [0]w.

(2) Twoy = (Tyow) ™

(3) TwouTv—w = Ty
13. Uppgift.

(1) Bevisa att foljande vektorer bildar en bas i R3:

1 1 2
=\ —-1]| th=]0| v3=1|1
1 1 0
Lét V — {?71, 172, 173}
(2) Bevisa att foljande vektorer bildar en bas i R3:
1 1 1
1171 == 0 1172 == 0 1173 = ]_
1 0 0
Lét W — {?171, u72,u73}.
2
(3) Antar att [v]y = | —1 |. Hitta [0]y.
4
2
(4) Antar att [,y = | —1 |. Hitta [@]y.
4

(5) Hitta basbyte matris T _,y.
(6) Hitta basbyte matris Ty,



4

14. Definition. Lat V = {v},...,,} vara en bas i R” och f : R" — R" vara en linjir
avbildning. Foljande matris kallas for matrisen till f i bas B:

v =[ @) @)y - [f@) ]
15. Proposition. Lat V = {#},...,7,} vara en bas i R" och f : R" — R" vara en
linjar avbildning.
(1) For varje vektor ¥'i R finns det foljande likheten:
[f @)y = [fIvlely
(2) [f]y ar den enda matris sa att [f(V)]y = [f]v[V]y-

16. Proposition. Lat V = {7},...,7,} och W = {w),...,w,} vara baser i R". Lat
f:R™ — R" vara en linjar avbildning med motsvarande standard matris A. Da:

flv = Swov[flwSvow

17. Uppgift. Lat B = { { _12 } : [ % }} vara en bas i R? (bevisa att B dr en bas). Lat

f [ “;j } — [ ZIB; y } vara en linjar avbildning. Hitta [f]z5.

—1

1

18. Uppgift. Lat V = {{ _12 } , [ ? }} vara och W = {{ (1) } , { 1 ]} vara baser i
R?. Lat f: R? — R? vara en linjar avbildning sa att [f],, = ?)

]. Bestam f och
[l



