IE1205 Digital Design:

F4 : Karnaugh-diagrammet, tva- och
fler-niva minimering



En minterm ar en produktterm
som innehaller alla variabler
och som anger den

OR | =1
X X

0 0 O
1 0 1
2 1 0
3 1 1

f
0 kombination av 1:or och O:or
@ som tillsammans gor att
termen antar vardet 1.

@ SP-form med tre mintermer.

(D = ML2,3) =xX, + X Xo + XX,



OR | =1
X, X | f
0 0 0|0
1 0 1)1
2 1 01
3 1 1|1

Forenkling med
boolesk algebra

f=> m(L2,3) =X1X, + % Xo + XX,

= XaX, + X, (Xo + X, ) =
= X1X, + X, (1+Vsh) =
= XaXy + X (L4 X,) =
= XaXgy + X, + XX, =

= X, (X1 + X,) + X, =

= X0 + X1 Som viintat!




Maxtermer

OR |21
X1 X

0 0 O
1 0 1
2 1 0
3 1 1

SERCE

En maxterm ar en summa-
faktor som innehaller alla
variabler och som anger den
kombination av 1:0r och O:or
som tillsammans gor att
faktorn antar vardet O.

f=][M(0)=x,+x,

Denna gdng fick vi det enkla uttrycket med
en maxterm direkt!




Venn-diagram

OR | =1
X1X0 m
e
10 m27 A
11| mg— w
X XX, Xo T X, X,
(xptx;)

| ett Venn-diagram kan man se att en funktion kan uttryckas pa en mangd olika
satt, men det ar inte ldtt att se vad som ar optimalt. En annan fraga ar ocksa hur
man kan rita Venn-diagram for mer an tre variabler ???



Grafisk minimeringsmetod

BN X, 0 1 Xl\ 0 1
OR |21 o |01 0 | mg|im;
X, X, | f 1111 L M2|Ms
00 010  Mm,amExxo+xx =
10 111 =%, (Xo + X, ) =(X))
2 1 01 M, + M, & XaX, + XX, =
3 1 111

= X, (X1 + X,)

f =X +X,



Grafisk minimeringsmetod

OR | >1 «\N°0 1
¢ °c101|1 Xo
X, X
L 0 1111 |/1 X
0 0 O0(O
f =X +X
1 0 1]1 170
GOr "hoptagningar” av par av rutor med 1:or
2 1 O 1 (horisontellt eller vertikalt), behall de variabler i
produktermerna som dr gemensamma.
3 1 1)1
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3D boolesk talrymd

110 111
010 011
X1
100 101
"
Xo
000 001

For horn som ar “grannar” ar det bara skillnad i en variabel.



OH 3.4 kubrepresentation

f (X, %, %) =>_m(0,2,3,4,6) =

X2 X1 XQ
Sa har representerar man 00 0|1 XxXxp 1100 111
en funktion av tre 0011|0
variabler, som en 3D kub 01 0|1 Xxax1x9g 010((3 (/011
med Gray-kodade horn. 011 [1 Xx1xg
1 00| 1 %% 1005 101
1 0110
1101 xxX ¢
111710 000 001




1100~ / 111 110 ©D-

-10 *’J/ /
X
011 0010 €011

010> i W,
- 0 .
0- 0~ h 0-|0] |
100 101 _10__(] 100
- 00— 1- S =Xx1mX0
000 001 000

En yta representeras av en variabel, en sida av en produktterm med tvd variabler,
och ett hérn en minterm med tre variabler. Kub-metoden kan generaliseras till

”Hyperkuber” med godtyckligt antal variabler.



Ett horn ar en O-dimension subspace,

en sida kallas for en 1-dimension subspace,
en yta kallas for en 2-dimension subspace,
en kub kallas for en 3-dimension subspace...

Det finns minimeringsmetoder for hyperkuber,
och de gar att tillampa for valfritt antal
variabler! Metoderna med hyperkuber ar
lampade for datoralgoritmer.



Hur ritar man en 3D-kub?

Man ritar tva st 2D-kuber ( = kvadrater), och
sammanbinder deras horn.




Hur ritar man en 3D-kub?

Man ritar tva st 2D-kuber ( = kvadrater), och
sammanbinder deras horn.




Hur ritar man en 4D-kub?

Man ritar tva st 3D-kuber (kuber), och sammanbinder
deras horn.




i o @??iﬁ;%%
AD-kuben i Paris

a%wﬁ 2




4D-Donut

4D-hyperkuben kan representeras med en
toroid, en donut.



3-dimensional Boolean space

(3-dimensionell boolesk talrymd)

1 O-dimensional

— subspace

Format: abc 011

010

110 1-dimensional
~"subspace

01 . _
2-dimensional

f— subspace

a 00 100



Karnaugh-diagrammet

011 111

101

Hur skall man placera
a 000 100 kub-halvorna???

19



Speglingsmetoden

Gray-kod!!!

bc
a 00 (01 11 ) 10

20



Karnaugh-diagrammet

Grafisk metod for minimering “for
hand” av mindre booleska funktioner
(for upp till sex variabler)

Maurice Karnaugh

( The Map for Synthesis of Combinational Logic Circuits, AIEE, Nov. 1953 )



Graykoden

00000
00001
00011

00010 Speglingsplan
00110
00111

00101
00100 Vid varje speglingsplan,
01100 lagg till en 1’a och spegla
OSVv... P . . ..
ovriga bitar till hoger om
den nya 1’an.
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Graykoden ar en speglad binarkod

Man kan latt ta fram den Graykod
med ett godtyckligt antal bitar
som behovs for att numrera
"hyperhornen” i "hyperkuber”
med!



Graykoden ar en speglad binarkod

" Man kan litt ta fram den Graykod
med ett godtyckligt antal bitar
som behovs for att numrera
"hyperhornen” i "hyperkuber”
med!

—



Graykoden ar en speglad binarkod

0

1
1
0

Man kan latt ta fram den Graykod
med ett godtyckligt antal bitar
som behovs for att numrera
"hyperhornen” i "hyperkuber”
med!



Graykoden ar en speglad binarkod

gi’ Man kan litt ta fram den Graykod

10 med ett godtyckligt antal bitar
som behovs for att numrera
"hyperhornen” i "hyperkuber”

med!



00
01
11
10
10
11
01

00

Man kan latt ta fram den Graykod
med ett godtyckligt antal bitar
som behovs for att numrera
"hyperhornen” i "hyperkuber”
med!



Graykoden ar en speglad binarkod

Eﬁ Man kan litt ta fram den Graykod
010 med ett godtyckligt antal bitar
01 som behovs for att numrera

100

"hyperhornen” i "hyperkuber”
med!



Graykoden ar en speglad binarkod

Eﬁ Man kan litt ta fram den Graykod
010 med ett godtyckligt antal bitar

101 som behovs for att numrera

1':'0 o0 [

100 "hyperhornen” i "hyperkuber”

101
111
e med!
010
011

001
000



Graykoden ar en speglad binarkod

§§§ Man kan litt ta fram den Graykod
0010 med ett godtyckligt antal bitar

0101 som behovs for att numrera

0100 . .

1100 "hyperhornen” i "hyperkuber”

1101
1111 I
e med!
1010
1011

1001
1000



Graykoden ar en speglad binarkod

0000
0001
0011
0010
0110
0111
0101
0100
1100

1101
1111
1110
1010
1011
1001
1000
1000
1001
1011
1010
1110

Man kan latt ta fram den Graykod
med ett godtyckligt antal bitar
som behovs for att numrera
"hyperhornen” i "hyperkuber”
med!



Graykoden ar en speglad binarkod

00000
00001
00011
00010
00110
00111
00101
00100
01100
01101
01111
01110
01010
01011
01001
01000
11000
11001
11011
11010
11110

Man kan latt ta fram den Graykod
med ett godtyckligt antal bitar
som behovs for att numrera
"hyperhornen” i "hyperkuber”
med!



Minimeringsexempel

011 111

f(a,b,c)=> m(0,235,7)

bc
a 00 01 11 10

0Oll 3121

a 000 100 1 4 51 71 °

101




Implikanter

Ringa in min-termer
som ligger bredvid
varandra

f(a,b,c)=> m(0,2(3)5(7)
101 abC 00 01 1 10
o (1] 1)1

a 000 100 1 1 \iA




e Implikant - en inringning av min-termer

e Prim-implikant - en inringning av min-termer som inte
kan goOras storre.

e Essentiell prim-implikant - en maximal inringning av
min-termer som maste vara med for att funktionen skall
tackas.

e Redundant prim-implikant — en maximal inringning av
min-termer som inte nddvandigtvis maste vara med for
att funktionen skall tackas.




Implikanter

Redundanta implikanter -
bagge ar inte nédvandiga
(en maste vara med) for att
tacka funktionen.

¢ 2. 00 01 10

La 000 100 0 [1]
f=ac ac ' 1

f —ac«a+ac f(a,b,c)=> m(0,2,35,7)




Sanningstabellen med 11 st 1:0or och 5 st O:or. Funktionen kan ut-
tryckas pa SP-form med 11 st mintermer eller pa PS-form med 5 st

maxtermer.

—t ek ek ek ek —
Ch fu 0 b = o 00 =] O DR G B =

abicd

nooo

oo
oo10
oo
0100
o1m
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1M
1110
1111

flabedi=500,1,2,34567.8,10,13)

f= abcd + abcd +3bcd +abcd + abcd +

EI:-E-:I +5I:n:a + Eb-:-:l +abzd + aEca + Ell:-E-:I

frabedy=T [(9.11,12,14,15 )

f = (5+I:-+|:+E:|-|:5+I:-+E+a:|-(5+E+-:+-:I:|-|:E+E+E+-:I:|-|:5+E+E+a:|




Ett diagram med enhetsavstand

abcd

gooo
oo
goq0
0011
0100
01 01
0110

Karnaughdiagrammet ar
sanningstabellen men med en
annan ordning. Lagg marke
till numreringen!

B N
M= LIk — OO0 00 =T (M= DIk = 3
RN N W |
SN N N N ) i e
A o T T e Y o
SO O—= = —

o

Lar
('

oo o1 11 10
0 1 3 2
4 a 7 b
12 (13 15 (14
= 4 11 (10

Rutorna ar ordnade sa att endast en bit andras mellan tva
vertikala eller horisontella rutor. Denna ordning kallas for Gray-

kod.




ghcd |1 d=

1 [ 1] 1 11} ~ [} [} ] l:l l:”:”:”:l 1_ e
Rutorna "5" och "13" ar "grannar" 1 oo |1 E“” w a1 1
| Karnaughdiagrammet. 3 001 )1 1R
De svarar mot tva mintermer med & 0101 | ahid ‘0 ld 7"

- i cas 2ot =R Tl 4 1
fyra variabler, och i figuren visas [ U111 11 T e
hur de med Booles algebra, kan 2 1201 |0 1 0]l 0) 0
reduceras till en term med tre 12 1100 [0 _ ol 1/ 0| 0f 1
variabler. o e

15 1111 |0 abcd +abcod = bhed{a+a) = bed

s
L'-.-'_

Det de tva rutorna har gemensamt ar att b=1, c=0 och d=1, och
den reducerade termen uttrycker precis detta.

Overallt i Karnaughdiagrammet dar man hittar tva ettor som &r
"grannar"” ( vertikalt eller horisontellt ) kan man reducera de
min-termernatill det som ar gemensamt for de tva rutorna.
Detta kallas for en hoptagning.



co ——
1 m n m n mnm n [ 1] ~ al::”:d f— = I:”:I I:I1 11
Rutorna "1" "3" "5" "7" ar en 0 oooo 1 ___ b
10001 |@abcd oo |0 P 4P a P oqlP
grupp av fyra rutor med ettor 2 oo gy 0 1
: [ 1] 1 M 4 b T E
som ligger som “grannar” till ¢ o1 & 5o a4l
A = 2 6 0110 NEFNENERT
varandra. Aven har gar defyra § guo g5 el Fo Mo
mintermerna att reducera till g ool 1B LB _ 11D
ker d 10 1010 |1 o T/ O] 0]
en term som uttrycker det som 3} 3% |, —L-
ar gemensamt for rutorna, ERR T e
namligen att a=0 och d=1. 15 11 o S
., o
=1 "

Overallt i Karnaughdiagrammet dar man hittar sddana
grupper av fyra ettor kan man gora sadana forenklingar,
hoptagningar.



Atta “grannar”

g 11 _ 10

0o

| —_ N | -

Alla grupper av 2, 4, 8, (... 2N dvs. med jdmna 2-potenser ) rutor, som
innehaller ettor kan reduceras till en term, med "det som ar
gemensamt", en hoptagning.



cd oo o1 11 10 bd

a

h | |

g D1I1131 Tﬂ ‘-_""-._Ea
o |4 o 7 G

T 1 1] 1]

:II 12[:] 131 15[:] 14[:]
Ao "olf1]

Egentligen bor man avbilda Karnaughdiagrammet pa en
toroid ( en donut ). Nar man en kant, sa borjar diagrammet
om fran den motsatta sidan! Ruta 0 ar saledes "granne" med
ruta 2, men aven "granne" med ruta 8 som ar granne med
ruta 10. De fyra ettornai hérnen har b=0 och d=0 gemensamt
och kan darfor bilda en hoptagning.



cdl
Man soker efter sa stora \\K Lo o111 1o

hoptagningar som mojligt. o
exemplet finns det en
hoptagning med atta ettor

( rutorna 0,1,3,2,4,5,7,6 ).
Hornen ( 0,2,8,10 ) aren
hoptagning av fyra ettor. 0

0

— ]|

1 E1 %1 e
1]?‘ B

=
=

T 1 A3 f(ab,c.d) =3 +5d +bed
6] ot — e
701y TBT_

|
Tva av rutorna ( 0,10 ) har redan tagits med i den forsta hoptagningen,

men inget hindrar att en ruta bir medtagen flera ganger.

0
N
N
1
1
1
"I —

E.
__D,l—k O |-
o

Alla ettor maste med i funktionen, antingen i en hoptagning, eller som en
minterm. Ettan i ruta 13 kan bilda en hoptagning med ettaniruta 5,
nagon storre hoptagning finns tyvarr inte for denna etta.

f(a,b,c,d)=a+bd+bcd



L]
('

En Dnn 1n1 311 2m
o | 1] 1] 1] 1 S
1n 1 15 1 7 1 B 1 f{ab,c = (E+h+d)(a+c+dia+h+d)
%8| [ol[taf— @5
) P | o

| (a+h+d)

Karnaughdiagrammet ar ocksa anvandbart fér hoptagning av
O:or. Hoptagningarna kan omfatta samma antal rutor som |
fallet med hoptagning av 1:or. | detta exempel kan O:orna tas
Ihop | par med sina "grannar". Maxtermerna forenklas till det
som ar gemensamt for rutorna.

f(a,b,c,d)=(a+b+d)(@a+c+d)(a+b+d)



Andra variabelantal

cha_
0 000 ba 2
1 oo ©C oo 01 11 10 h 5 b o 1
£ 010 ofo [1 |3 |z 100 a0
3 011
4 100 10

114 |5 T |6 7 10 112 3
5 1 0 1 3 1 1
E 1 10
F o111

Karnaughdiagram med tre och tva variabler ar ocksa anvandbara.



Tva-niva minimering



Minimal Summa-Produkt

Implementation

f(a,b,c)=> m(0,2,35,7)

bc
a2\ 00 01 11 10 abc

0o_|1] ,1\ 1] o

r [}z
WJ

f =ac+bc+ac



PLA. Bade AND-
och OR-
matriserna ar
programmer-
bara.

( kostsam
flexibilitet )

Xl X2 X3
—¥— X%
——
¥ F—
—xX %
AND plane

5 OR plane
L % ¥
P, )
P
% X
P4

v VYV




PAL. Bara AND-matrisen
ar programmerbar.

Vilka funktioner doljer
sig bakom kryssen?

—%——X%
X X
X

———k X

LILT




PAL vilka funktioner doljer sig

bakom kryssen?

X, X, X3
A
YIYIVY
B B x—Di f, .
ettt ) '
o« g DL fo o
R '




Sub-kub vid fyra varibler

X1Xo

00 01 11 10
X3X)
0| 1 1
01 111
11 1 1
w01 1

Vi ringar alltid in en hel sub-kub (sa stor som mojligt)!!!



f (X5, X5, X, X,) =

X1Xo

LSB

00 01

11

» m(0,3,7,14)

10

0

1

3

2

A

5

7

6

12

13

15

14

8

9

11

10




5D fem variabler

X4
0 1
X1 X X1Xo
00 01 11 10 00 01 11 10

X3X) X3X;

00 00

//—\\ //—\\

01 1 01 1

11 11

10 10

Samma i bada diagrammen, oberoende av x,. X3 X2 Xle



Spegling med 5 variabler

X4X1Xg
000 001, 011 010§ 110 111 ,101 100

XX | |
00

/—\\ //—\
o 1) ] (2 .

X3X, X, X

171 27170
10




och med en annan ordning ...

X2X1Xo

000 001, 011 010 § 110 111 ,101 100
X4 X3 |

00 W

01

. X3X, X, X

10 1




X1Xp

XgX5
00
01
11
10

X3X;

00
01
11
10

0

00 01 11 10

X1Xo

00 01 11 10

X4

1

X1Xp

X3X,
00
01
11
10

X3X;

00

00 01 11 10
1
X1Xo
00 01 11 10
1

01
11
10

X3X, X, X,

Oberoende av x.
och x,.



y

OBS!

J\X4X1XO
Y xpON\000 001, 011 010

000

110 111 ,101 100

y

(1

001

011 X3X, X, X,

010




XoX1Xg

XgX4X3

000 001

011 010

110

101 100

000

>\

001

011

010
110

111

101

100

X3X, X, X,



Hoptagningar med O:or

XXOOOllllO
wl1]1]1 1
or|1( 01 |1
n| 1|11 |1
0 11| 1|1

f = XaX, XX,
f=f = XaX, X0X,
={dM}=(x3+x2+x1+>_<o)

Nu ratt!

Ringa in nollorna om dom ar farre an ettorna!!!



Don’t care

e Ofta kan man forenkla specifikationen for den
logiska funktionen eftersom man vet att vissa
kombinationer kan aldrig forekomma

e FOr dessa kombinationer anvander vi vardet
"don’t care”

e Det finns olika symboler for “don’t care” i bruk
_Idl’ IDI’ I_I, ’®’, IXI



Ofullstandig funktionsspecifikation

X X X3%Xs
32 00 01 11 10 00 01 11 10
|l ol of ol 1 0ol o oI o] 1
M
N
01 | 1 1 0 1 _ o1 1 1 0 1
XaXyq
1l a | al af 4
l 11 d  d | d | d —
I (71+x0)
kvE N\
10 0 0} 0.1 %1% 100 o lo 1
! (% +%,)

(a) SOP implementation (b) POS implementation

Tva implementeringar av funktionen
f(Xs..., %) = Z2mM(2,4,5,6,10) + D(12, 13, 14, 15).



Annan notation (-) ...

X X
%0 X3X210
00 01 11 10 00 01 11 10
w|l ol o]l ol 0ol o oI ol 1
M

[EEN
o
[EEN

—\
01|1 _ o1 1 1 of 1
X2%q

11|- S -] -
1| - | - -l - —
|/ (71+x0)

X, X, [ N
10 0 0 0 1 1%0 10 0 0 0 1

(a) SOP implementation (b) POS implementation

Tva implementeringar av funktionen
f(Xs..., %) = £2mM(2,4,5,6,10) + D(12, 13, 14, 15).



Funktioner med flera utgangar

XX o i
xax;DOO o1 -11 10- K1KD00 01 11, 10
OOJOHE 35)}0\1@
010 | 0]0 (|1 w10l o0lo |1
11, 0(0 (0 |1 11_41‘ 00 |[1 T
10 0 1m

(o AT o [T

f=f 4 X,Xo

Olika utgangar kan dela prim-implikanter!!!



Fler-niva minimering



Man kan ju realisera alla
kombinatoriska kretsar med tva
nivaer (AND-OR, OR-AND)

— Antagandet ar att alla ingangar finns

ocksa i inverterade form (som i PAL,
PLA)



e Antalet ingangar i en krets kan vara
begransad

e HOg fan-in leder till langa
fordrojningar

e Det kan vara mer kostnadseffektiv
att anvanda en implementering med
fler nivaer




71 B B
H2BG &

Tva strategier for fler-niva logik

N o8
TR

1 Faktorisering
2 Funktionell dekomposition



Faktorisering

J =X,X,X,X, XX 4 X,X,X,X, XX,

Vi har bara AND med som mest 4 ingangar?

Bryt ut Xl )_(4 X 5

f = X1)_(4X6 °()_(2X3X5 T XZ)_(B)_(5)



Faktorisering

}
X3 }

T f = X Xy Xg ‘()_(2X3X5 T Xz)_(s)_(s)




e Man kan ofta reducerar komplexiteten
av en logisk funktion genom att
ateranvanda funktioner flera ganger

e FOr Implementeringen betyder det att
man ateranvander en krets vid flera
stallen 1 sin konstruktion



f =XX,%, +X,X,X;, +X,X,X, +X,X,X,

Funktioner sasmmansatta av
underfunktioner.

( denna gang har vi inte tillgang till nagra
inverterade ingangsvariabler )



Funktionell dekomposition

Bryt ut x; respektive x,

| =XX,%; +X,X,X, + X,X,X, +X,X,X,

= (X,x, +x,X,)x; + (;x, +X,X,)x,
XOR XNOR —

=g =g

J =gx;+gx,
Hade Du kommit pa det? ...




( XOR och XNOR )

XOR = XNOR
x. XOR «. XNOR
X, 20 1 Xl\zo 1




Funktionell dekomposition

o TP

Implementeringen —wiij_g_{D_LD—f
>/

g = XX, + XX,

f:gx?, §x4 S —L




e Karnaugh-minimering ger en bra inblick hur
man kan minimera logiska funktioner

e Men for att minimera komplexa funktioner med
hjalp av datorstdd finns det battre algoritmer

e Kapitel 4.9 och 4.10 i Brown/Vranesic ger en
introduktion i minimeringsalgoritmer (foér den
intresserade studenten)



Sammanfattning

e Karnaugh-diagrammet ar ett bra verktyg for att
minimera logiska funktioner med fa variabler

e Det finns algoritmer for bade tva-niva och fler-
nivas-minimering



