Oktober 16, 2014. Foreldsning 11.
Tillampad linjar algebra
Innehallet:
e Linjara funktioner: nollrum, bildrum, rang.

e sammansattning av linjara funktioner och matriser

1. Nollrum, bildrum, och rang av en linjar avbildning. Lat f: R¥ — R” vara
en linjar avbildning som ges av matrisen

aix Gz - A1k
A= |6 6 6]
ap1 Apn2 - Qpg
Q14
diir Gy = a2 ir i-te kolon till A,
(7%

e Rang av f ar lika med rangen av A.

e Nollrummet till f dr delméngd av R* som bestar av alla vektorer v i R, sa
att f(¥) = 0. Nollrummet tillf betecknas med ker(f). Nollrummet bestar av
alla vektorer ¥ som uppfyller A7 = 0. Nollrum till f bestar av 16sningar till:

ayp aip o Qg T 0
Q21 Q22 -+ Ak X2 0
An1 Ap2 - Ank T 0

e Bildrummet till f ir delmingd av R™ som bestar av alla vektorer b i R, sa
att b = f(?¥) for nagon vektor ¥ i R¥. Bildrummet betecknas med im(f). Det

b1
betyder att en vektor b= :2 i bildrummet till f kan skrivas som:
b
an a2 -0 Qg x by
Qg1 Q22 -+ QA2 T2 | by
anl Gp2 *** Qg Tk bn

Altsa:

$161+$262+"'+$n6n=g
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Det betyder att bildrummet till f ges av span(él, Ch, ... ,6n):
Hn(f) = Span<él7 627 oy én)

2. Proposition. Lat f: R¥ — R” var en linjir avbildning. Nollrummet ker(f) ir ett
delrum i R* och bildrummet im(f) ar ett delrum i R™.

3. Proposition Lat f : R¥ — R” vara en linjir funktion som ges av matrisen A =
[ fe&) f(e) - fle)].

e f &r one to on om och endast om ker(f) = 0.
e f &r onto om och endast om span(f(€),... f(éx)) = R™ , dvs om och endast
om rangen till A &ar lika med n.

4. Uppgift. Bevisa Proposition 2 och 3.
5. Uppgift. Betrakta en linjar funktion f : R® — R* som ges av:

v 3v; — 4us
f Ul _ Vg + DU3
2 3’01
U3

—U; — U + 100U3

Bestdm nollrummet, bildrummet, och rangen till f. Hitta en bas till ker(f), im(f) och
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bestam dim(ker(f)) och dim(im(f)). Avgér om ar i bildrummet till f. Avgor

—_ = =

om f ar one to one. Avgor om f ar onto.

6. Uppgift. Lat f : R¥ — R” vara en linjir funktion som ges av matrisen

Bestdm nollrummet, bildrummet, och rangen till f. Hitta en bas till ker(f), im(f) och
bestdm dim(ker(f)) och dim(im(f)). Avgér om f &r one to one. Avgor om f &r onto.

7. Lat f: R¥ — R" och ¢g: R® — R™ vara funktioner. Sammansittning av f och g
ar en funktion gf : R¥ — R™ som avbildar vektor @ i R¥ till vektor g(f(7)) i R™. Vi
ofta anvander foljande graf forestdllning av en sammanséttning:

RE— L L pn_ ¢

\g f/

Om f och g ar linjar, da, gf &r ocksa linjar.

Rm
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8. f : R" — R" kallas for inverterbar om for varje vektor @ i R™ det finns bara en
vektor ¥ i R™ som avbildas till @, dvs f(¢) = @. Vi kan anvinda detta for att definiera
inversen till f. Den ar en funktion f~! : R® — R” som avbildar en vektor # till en
vektor @ om f avbildar ¢ till @, dvs, f~'(@) = ¢ om och endast om f(¢)) = 4.

9. Lat f: R¥ — R”™ och ¢g: R® — R™ vara linjiara funktioner som ges av matriser A
och B, dvs, f(U) = A¥ och g(Wf) = B.

Fraga: bestim matrisen till sammanséttningen gf: R¥ — R™. Den borde vara en
m X n matris.

Kolonnerna till matrisen till g f ges va:

9f(€) = B(Aé;) = (BA)é;
Vi kan konstatera:

10. Proposition. Lat f: R¥ — R™ och g: R® — R™ vara linjira funktioner som ges
av matriser A och B. Matrisen till g f ges av matris multiplikation BA.

11. Proposition. Lat f: R — R” vara en linjar funktion som ges av matrisen A. Da
f ar inverterbar om och endast om A #r inverterbar. Om f ar inverterbar, da f~—! &r
ocksa linjar och den ges av matrisen A~!:

R = AT
12. Slogan: Vi identifierar linjara avbildningar med matriser. Genom denna identifika-
tion, sammansattning, addition, subtration, inverterbara funktioner, inversen, motsvarar

matris multiplikation, addition, subtration, inverterbara matriser, inversen. Identitet
linjar avbildning motsvarar identitet matris.

13. h(gf) = (hg)f som motsvara C(BA)=(CB)A. (h+g)f = hf + gf som motsvarar
(C+B)A=CA+CA. idf = f och fid som motsvarar [A = A och Al = A, dar I
betecknar identitet matrisen.

14. Uppgift. Lat f : R?> — R? vara en vridning i o radianer och g : R> — R? vara
projektion pa linjen 2z — 4y = 0. Hitta standard matris till f o g och go f.

15. Uppgift. Betrakta foljande linjar avbildning f: R? — R3:

x 20 —y+ 2
f Y = y—z
z T+ z

Hitta matrisen till f. Undersck om f ar inverterar, och i sa fall hitta inversen till f.

16. Uppgift Lat f : R3 — R3 vara en linjiar funktion sa att:

0 1 1 0 ~1 2
fllal)=11| fll2r]l=1]2] f 0 =10
0 0 1 1 1 1

Hitta matrisen till f och bestdm om f ar inverterar.



17.
linjara funktioner matriser
k matris
. RF - R” n ;
! (1) @) ]
A: RF — R™ avbildar 7 till AT n x k matris A
nollrum | ker(f) = {¢'i R* | f(¢) = 0} 16sningar till AZ = 0
one to one AZ = 0 har bara 0 for 16sning
bildrum | im(f) = {f(?) i R" | 7i R*} span(f(€1), ..., f(€xr))
air Q2 a1k ai a2 a1k
as a a a a a
bildrum | im o 2 span 2! , # feees 2
Ap1  Gp2 Qpk Qan1 an2 Ank
onto rang(A) = n
sammansattning

\gf/

matris multiplikation
A ar n x k matris och B ar m X n matris
BA ar m x k matris

f: R"™ — R™ ar inverterbar

n X n matris

[ f(&1) f(&) ]

ar inverterbar.

A: R* = R™ ar inverterbar

n X n matris A
ar inverterbar.



