Oktober 14, 2014. Foreldsning 10.
Tillampad linjar algebra
Innehallet:
e Baser.

e linjara funktioner.

1. Definition. Lat W vara ett delrum i R”. En bas till W bestar av linjar oberoende
vektorer {7y, ... 7} sa att span(vy,...v;) = W.

Alsta, {7}, ... U} ar en bas till W om och endast om varje vektor @ i W kan skrivas
pa ett unik satt som en linjar kombination:

w261?71+"‘+0k?7k

Till exempel, vektorerna {é,...,€,} bildar en bas till R”. De &r linjar oberoende
och spanner R™. {é,...,¢é,} kallas for standardbasen till R".

2. Proposition. Lat W vara ett delrum i R".

(1) Alla baser till W har samma antalet av vektorer.
(2) En bas till W bestar av minsta antal av vektorer som spanner W.
(3) En bas bestar av den storsta antal av linjar oberoende vektorer som ligger i W.

aii a12 a1k
. 21 . 22 . A2k .
(4) Lat v) = , , Uy = _ ey Uy = _ vara vektorer i R™. De
Gn1 Ap2 Qpk
bildar en bas till Span(@y, ..., 7)) om och endast om de &r linjar oberoende, dvs

om foljande matris har rang k:

apnp a2 - Qg
. S Q21 Q22 -+ A2k
[ U1 Us Uk ] = .
Qp1 QAp2 - Apk
(5) Lat W = span(v, Uy, . . ., Uk). Da vi kan vélja en bas bland vektorerna vy, vy, . . . , U.
(6) Lat W = span(ty, ¥, . .., Ug). De vektorerna bland vy, ¥y, . . ., U som motsvarar
pivot kolonnerna i matrisen [ U Us - Ug } bildar en bas till W.
(7) Antalet av vektorer i an bas till span(vy, s, ...,7) ar lika med rangen till
[0y U5 - T ]

3. Definition. Lat W vara ett delrum i R”. Antal av vektorer i en bas till W kallas
for dimension av W och betecknas med dim(W).
Till exempel dim(R™) = n.



1 2 4
. o, o -1 . 0 . -2 . :
4. Uppgift. Lat v; = 3 | = 1= 7 | Hitta en bas till
4 -2 6

Span(, Uz, Ui3) och bestdm dim(Span(vy, vy, U3)).

5. Proposition. Lat V' och W vara delrum i R”. Antar att V' ar delrum i W. Da:

o dim(V) < dim(W) < n.
e V =W om och endast om dim(V) = dim(W).
e W =R" om och endast om dim(WV) = n.

6. Uppgift. Lat:

(1) Bildar vektorer vy, U5 en bas till R3?
(2) Bildar vektorer 0y, Uy, U3, U4 en bas till R3?
(3) Bildar vektorer oy, U, U3 en bas till R??

7. Lat 47, ... U vara vektorer i R”. Hur kan vi hitta en bas till Span(vy, ... ). Vi kan
anvanda foljande algoritm:

(1) om o # 0, ta @ := ) och sitt index = 2;

2) om ¥, = 0, kasta bort den;

om vy ar inte parallell till i, ta @ingex := U2 och sitt index = 3;
om vy ar parallell till #;, kasta bort den;

om U3 ligger inte i span(uj, u3), ta Undex := U3 och sitt index = 4;
om U3 ligger 1 span(uj, u3), kasta bort den;

fortsatt k-ganger.
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8. Uppgift. Skriv matlab kod till sektion 7.

9. Kom ihag att an funktion f : R¥ — R™ ir en tillordning som till varje vektor ¢ in
R* ordnar en vektor f(7) i R™.

For att prata om linjara funktioner maste vi borja komma ihag om funktioner i
allménhet. Till exempel identitet funktion id: R™ — R™ avbildar varje vektor ¢ till U,
dvs. id(7) = 7. Noll funktion 0: R¥ — R" avbildar alla vektorer i R till noll vektor 0
i R".

An funktion f : R¥ — R" kallas for one to one om tva olika vektorer avbildas till
tva olika vektorer, dvs det finns inte tva olika vektorer 7 # @ i R* sa att f(¥)) = f(w).

An funktion f : R* — R” kalas for onto om alla vektorer i R® kan skrivas som f (%)
for nagon vektor 7 i R¥.
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10. Vilka metoder har vi for att beskriva en funktion f : R¥ — R"? Den enklaste
metod ar att anvanda matriser. Lat A vara an n X k matris:

a1; a2 - Aig

Q21 Q22 -+ Ak
A= ]

anp1 Gp2 - Opg

Betrakta en funktion f : R¥ — R” som avbildar en vektor ¢ i R¥ till vektor A7 i R™.
Den kan skrivas:

U1 a;x Qi o Qg (4] 1101 + Q12U + - - - + Q15Vk
f () Ag1 Qo -+ QA2 V9 Q21V1 + G2V + - -+ + A2k Vg
Vg ap1 Ap2 - Ank Vk an11 + An2U2 + -+ AnkVk

11. Definition. En funktion f : R¥ — R™ ir linjar om det finns en n x k matris A sa
att f(v) = Av for varje vektor .

. 2 4 -1 . . . .
12. Lat A = 0 4 _o | Vara 2 x 3 matris. Den kan anvandas for att beskriva en
linjar avbildning f : R® — R2:

f Zl 12 4 -1 Zl | 201 +4vy — s
21710 4 =2 2T 4y — 204
V3 U3

13. Kan an linjar avbildning f : R¥ — R"™ ges av tva olika n x k matriser A och B?
Kom ihag:

1 0 0
1
e1=1| .1, &= yore €= |
1 : 2 | k 0
0 0 1
Lat oss skriva n x k matrisen A som A = [ c, Cy - C, } dir C; dr i-te kolumnen
av A, dvs:
ayi
2;

Qpy
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Mérka att
(o U1
U2 — — — U2 — — —
Al | = [ G G Cr | =101 + 0203 + -+ + v, O,
U UV
Altsa:

Aey = Cy, Ay = C, ..., A&, = C,
Vi kan konstatera att om f : R¥ — R" ges av tva matriser A och B, d4 A = B for att:
forsta kolumnen av A = Ae; = f(e;) = Be; = forsta kolumnen av B
i-te kolumnen av A = Ae; = f(e;) = Be; = i-te kolumnen av B

14. Slogan. Linjira avbildningar mellan R¥ och R” kan identifieras med n x k matriser.

15. Uppgift. Ar foljande avbildning f : R? — R* linjar?

3’01 — 4?)3
U1
£l _ v + Hug
2 3’01
U3

—V; — U + 1007)3
Hitta matrisen till f.
16. Hur kan vi underséka om en funktion f : R¥ — R™ ir linjir? Notera att om
f(¥) = AU ar linjar, da:
o f(U+w)=AU+w) =Av+ Aw = f(V) + f(W), altsa om vi har tva vektorer ¢
och  vi kan forst addera dem och sedan anvanda f eller vi kan forst anvanda
f och sedan addera resultat. Dem tva transformationer ger samma vektor.

o f(tv) = A(tv) = tAU = tf(v)
17. Proposition. En funktion f : R¥ — R” ir linjir om och endast om:
o f(0) =0;
o 15+ @) = () + ()
o f(t0) = tf (7).

18. Uppgift. Ar foljande funktion f : R* — R3 linjér:

X1

z 21‘1 — T4+ 3
f xQ = | Ty — T2 — Ty + 274
3 X9 + 4!L’3
Ty

19. Proposition. Lat f : R¥ — R" vara linjir. Lat C; = f(e;) vara en vektor i R™.
Lat A vara n x k matrisen som ges av:

A=[C G - G l=[1@) f(@&) - [@)]



Da f(7) = A7.
20. Definition Lat f : R* — R vara linjar. Matrisen:
[ f(&) f(e) -~ f(&) ]

kallas for standardmatrisen till f.

U1
21. Parametrisering av en linje i rummet. Lit ¥ = | v, | vara en vektor i R3.
U3
t’Ul
Lat f : R — R?® vara en funktion som avbildar ¢ till vektor v, dvs f(t) = | tuvs
tUg

Paramterisering av en linje ar one to one men inte onto. Den har foljande matris:

U1
(%
U3

22. Ortogonal projektion pa linjen. Geometriskt beskrivning: Ortogonal projek-
tion av planet pa en linje L ar en funktion proj; : R? — R? som avbildar en vektor ¢

Uy
v ] vara en enhets vektor
2

som #r parallell till linjen. Enhets betyder att den har lingden 1, dvs., att u? 4+ u2 = 1.

till ortogonala projektionen av ¢ pa linjen L. Lat u = l

I

Kom ihag att proj, (7) = Ty g (@ - V)i, dvs. proj, { Z; 1 = (u1v; + ugv9) { Z; }

B

Projektionen proj; har matrisen:
2 b
[proj(€1) proj(&2)] = [(é1 - w)u (& - uw)i] = { noe } = [ b 1-a }

dar 1 >a > 0.

23. Spegling. Geometriskt beskrivning: Spegling i en linje L i planet ar en funktion
ref;, : R?> — R? som avbildar vektor @ till 2proj, (7) — ¢. Spegling &r linjéar funktion.

Om @ = [ Zl } ar enhets riktning vektor av linjen, da ref; har matrisen:
2

[refL(é’l) refL(é'Q)] = [2(51 . ﬁ)ﬁ — 51 2(52 . 'L?)’ZI— 52] =
_ 2uf — 1 2ujuy _ u? —us 2uqu _|a 0
Quiuy  2ui —1 Quiuy U3 — ul b —a

24. Vridning. Geometriskt beskrivning: vridning av planet i a radianer ar en funktion
T : R? — R? som avbildar en vektor v till en vektor T'(v) sa att |v| = |T'(v)| och vinkeln
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mellan v och T'(v) &r lika med «. Vridning &r en linjar avbildning som har foljande
matris: (@ ina)
cos(a) —sin(a
[T(ex) Tea)] = sin(a)  cos(a)

Vridningen av planet i « radianer ar one to one och onto. Altsa den ar inverterbar.
Inversen ges av vridningen i —« radianer.



